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µT pxq “ mintt ě 0 : x P tT u, x P R
n,

❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s❡tt✐♥❣ ✇❤❡♥
T ✐s t❤❡ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ✉♥✐t ❜❛❧❧✳ ❚❤❡♥✱ ❤❡✉r✐st✐❝❛❧❧②✱ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝✲
t♦r✐❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧❡❛st ❛❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ µT ✕✇❡
s♣❡❝✐❢② t❤✐s ✐♥ ❛ ♠♦♠❡♥t✕✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ❋✐♥s❧❡r ❣❡♦♠❡tr②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✉s❡❢✉❧
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❚❤❡r❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠✉❝❤ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❜✐❧❧✐❛r❞s✿ Pr♦❜❧❡♠s ✐♥ ❛❧✲
♠♦st ❡✈❡r② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❜✐❧✲
❧✐❛r❞s✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✶✷❪✱ ❬✶✻❪ ❛♥❞ ❬✷✻❪ ❢♦r ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ s✉r✈❡②s✳ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
❜✐❧❧✐❛r❞s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✈❡r② ✐♥t❡♥s✐✈❡❧②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ s♦
❢❛r ♥♦t ♠✉❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛❜♦✉t ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❜✐❧❧✐❛r❞s ♦♥ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞
t❛❜❧❡s✳ ❇✉t ❡✈❡♥ ♠✉❝❤ ❧❡ss ✐s ❦♥♦✇♥ ❢♦r ▼✐♥❦♦✇s❦✐✴❋✐♥s❧❡r ❜✐❧❧✐❛r❞s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❡❛s✱ t♦ t❤❡
❛✉t❤♦rs✬ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❬✷✱✸✱✹✱✺✱✻✱✼✱✾✱✶✶✱✶✸✱✷✶❪ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥✲
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✐♥t❡♥s✐✜❡❞ ✇❤❡♥ ✐♥ ❬✼❪ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t♦ t❤❡ ❊❍❩✲❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❝♦♥✈❡① ▲❛✲
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2n ✇❛s ♣r♦✈❡♥✳ ❲❤❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐s♦♣❡r✐♠❡tr✐❝ ▼✐♥❦♦✇s❦✐✴❋✐♥s❧❡r
❜✐❧❧✐❛r❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✱ t❤✐s ♦♣❡♥❡❞ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ ❱✐t❡r❜♦✬s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✭❝❢✳ ❬✷✼❪✮
✇✐t❤✐♥ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❲✐t❤ ❬✽❪✱ t❤✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡
t❤❡ ❢❛♠♦✉s ▼❛❤❧❡r ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✭❝❢✳ ❬✶✾❪✮ ❢r♦♠ ❝♦♥✈❡① ❣❡♦♠❡tr②✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ▼✐♥❦♦✇s❦✐✴❋✐♥s❧❡r ❜✐❧✲
❧✐❛r❞s✳ P❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐s ♣❛✐❞ t♦ ❧❡♥❣t❤✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ ▼✐♥❦♦✇s❦✐✴❋✐♥s❧❡r
❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❆s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ✇❡ st❛t❡ t✇♦ ♠❛✐♥
r❡s✉❧ts✿ ♦♥❡ ♠❛✐♥❧② ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r✐t② r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥ ♥❛t✉r❡✳ ❚♦✲
❣❡t❤❡r t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✷ ✐♥ ❬✶✼❪ t♦ t❤❡
▼✐♥❦♦✇s❦✐✴❋✐♥s❧❡r s❡tt✐♥❣✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❧❡♥❣t❤✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ ▼✐♥❦♦✇s❦✐✴❋✐♥s❧❡r ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥
t❤❡ ♣❧❛♥❡✳

❇❡❢♦r❡ ✇❡ st❛t❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❧❡t ✉s ♣r❡❝✐s❡❧② ❞❡✜♥❡
▼✐♥❦♦✇s❦✐✴❋✐♥s❧❡r ❜✐❧❧✐❛r❞s✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ s✉❣❣❡st ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ t♦ ❝❛❧❧ t❤❡♠ ❥✉st
▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✼❪ ❛♥❞ ❬✾❪✳

■♥ t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t ✐t ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❡❛❦ ❛♥❞ str♦♥❣ ▼✐♥❦♦s✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❲❡
❜❡❣✐♥ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✇❡❛❦ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ✭❲❡❛❦ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞s✮ ▲❡t K Ă R
n ❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞②

✇❤✐❝❤ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ❜✐❧❧✐❛r❞ t❛❜❧❡✳ ▲❡t T Ă R
n ❜❡ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥✈❡①



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✸

❜♦❞② ❛♥❞ T ˝ Ă R
n ✐ts ♣♦❧❛r ❜♦❞②✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡✶ ✇✐t❤

✈❡rt✐❝❡s q1, ..., qm✱ m P Ně2✱ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ K ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② BK✮ ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞
✇❡❛❦ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② j P t1, ...,mu✱ t❤❡r❡ ✐s ❛
K✲s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ Hj t❤r♦✉❣❤ qj s✉❝❤ t❤❛t qj ♠✐♥✐♠✐③❡s

µT ˝ psqj ´ qj´1q ` µT ˝ pqj`1 ´ sqjq, ✭✶✮

♦✈❡r ❛❧❧ sqj P Hj ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳ ❲❡ ❡♥❝♦❞❡ t❤✐s ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐
❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ❜② pq1, ..., qmq ❛♥❞ ❝❛❧❧ ✐ts ✈❡rt✐❝❡s ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ■ts ℓT ✲
❧❡♥❣t❤✷ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

ℓT ppq1, ..., qmqq “
mÿ

j“1

µT ˝ pqj`1 ´ qjq.

Hj

qj`1

qj´1

qj

K

sqj

❋✐❣✳ ✶ ❚❤❡ ✇❡❛❦ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡✿ qj ♠✐♥✐♠✐③❡s ✭✶✮ ♦✈❡r ❛❧❧ sqj P Hj ✱ ✇❤❡r❡
Hj ✐s ❛ K✲s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ t❤r♦✉❣❤ qj ✳

❲❡ ❝❛❧❧ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ♣♦✐♥t q P BK s♠♦♦t❤ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ K✲s✉♣♣♦rt✐♥❣
❤②♣❡r♣❧❛♥❡ t❤r♦✉❣❤ q✳ ❲❡ s❛② t❤❛t BK ✐s s♠♦♦t❤ ✐❢ ❡✈❡r② ❜♦✉♥❞❛r② ♣♦✐♥t ✐s
s♠♦♦t❤ ✭✇❡ ❛❧s♦ s❛② K ✐s s♠♦♦t❤ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♠❡❛♥ BK✮✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞s✱ ✇❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t✱ ✐♥
❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ K✲s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s Hj ❛r❡ ♥♦t ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤✐s
✐s ♦♥❧② t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r s♠♦♦t❤ ❛♥❞ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① T ✭❝❢✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✸✮✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✇❡❛❦ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❉❡❢✲
✐♥✐t✐♦♥ ✶✶ ❞♦❡s ♥♦t ♦♥❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ t♦
▼✐♥❦♦✇s❦✐✴❋✐♥s❧❡r ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ ✐t ❛❧s♦ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢

✶ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ✇❡ t❛❧❦ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s q1, ..., qm ♦❢ ❛ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧
❝✉r✈❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡② s❛t✐s❢② qj ‰ qj`1 ❛♥❞ qj ✐s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t
❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ qj´1 ❛♥❞ qj`1 ❢♦r ❛❧❧ j P t1, ...,mu✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ✇❡ s❡tt❧❡ ✐♥❞✐❝❡s
1, ...,m✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ✐♥ Z ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♥❞✐❝❡s ♠♦❞✉❧♦ m✳
✷ ❚❤✐s ❧❡♥❣t❤✲❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❛♥② ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡✳



✹ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t♦ ♥♦♥✲s♠♦♦t❤ ❜✐❧❧✐❛r❞ t❛❜❧❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✸✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r
❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❡①✐st ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥tK✲s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s t❤r♦✉❣❤
♥♦♥✲s♠♦♦t❤ ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛t t❤❡ ❜✐❧❧✐❛r❞ t❛❜❧❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
❢r♦♠ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ t❤❡ ✇❡❛❦ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ♠❛②
♣r♦❞✉❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡
♦♥❡s✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ T ˝ ✐s s♠♦♦t❤ ❛♥❞ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦
▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞s ②✐❡❧❞s ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥
r✉❧❡✿ ❖♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣❡✬s ♠✉❧t✐♣❧✐❡r t❤❡♦r❡♠✱ ♦♥❡ ❞❡r✐✈❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

∇sqjΣjpsqjq|sqj“qj “ ∇µT ˝ pqj ´ qj´1q ´ ∇µT ˝ pqj`1 ´ qjq “ µjnHj
,

✇❤❡r❡ µj ą 0✱ s✐♥❝❡ t❤❡ str✐❝t ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ T ˝ ✐♠♣❧✐❡s

∇µT ˝ pqj ´ qj´1q ‰ ∇µT ˝ pqj`1 ´ qjq,

❛♥❞ ✇❤❡r❡ nHj
✐s t❤❡ ♦✉t❡r ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ♥♦r♠❛❧ t♦ Hj ✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡

✇❡❛❦ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❛s ✇✐t❤✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳
❋♦r s♠♦♦t❤✱ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①✱ ❛♥❞ ❝❡♥tr❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ T ˝ Ă R

n✱ t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡✲
t❛t✐♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ ❬✶✸✱ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✸✳✸❪ ✭t❤✐s ✐♥t❡r✲
♣r❡t❛t✐♦♥ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ✐♥ ❬✻❪✮✳ ❋♦r t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❥✉st s♠♦♦t❤
❛♥❞ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① T ˝ Ă R

n✱ ✐t ✐s ❞✉❡ t♦ ❬✶✶✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❤❛s ✐ts ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳

❲❡ ❝♦♠❡ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ str♦♥❣ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ✭❙tr♦♥❣ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞s✮ ▲❡t K,T Ă R
n ❜❡ ❝♦♥✈❡①

❜♦❞✐❡s✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ q ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❡s q1, ..., qm✱ m P Ně2✱
♦♥ BK ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ str♦♥❣ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣♦✐♥ts
p1, ..., pm ♦♥ BT s✉❝❤ t❤❛t

#
qj`1 ´ qj P NT ppjq,
pj`1 ´ pj P ´NKpqj`1q

✭✷✮

✐s s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ❛❧❧ j P t1, ...,mu✳ ❲❡ ❝❛❧❧ p “ pp1, ..., pmq ❛ ❝❧♦s❡❞ ❞✉❛❧ ❜✐❧✲
❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✐♥ T ✳ ❲❡ s❛② t❤❛t q “ pq1, ..., qmq ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ str♦♥❣ pK,T q✲
▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ H1, ..., Hm✱ ✐❢ H1, ..., Hm ❛r❡ t❤❡
K✲s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s t❤r♦✉❣❤ q1, ..., qm ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ nKpq1q, ..., nKpqmq✱
✇❤❡r❡

pj`1 ´ pj “ ´µj`1nKpqj`1q, µj`1 ě 0, ✭✸✮

❢♦r ❛❧❧ j P t1, ...,mu✳

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ ❬✶✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✼✳✶❪✱ t❤❡♥ ❧❛t❡r t❤❡
✜rst t✐♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ ❬✼❪✳ ■t ②✐❡❧❞s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❧❧✐❛r❞
r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❲✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ T ✱ t❤❡ ❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡

✸ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇✐t❤ ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts
✐♥ s♠♦♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ♣♦✐♥ts ✭❜✐❧❧✐❛r❞ t❛❜❧❡ ❣❛♥❣s✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡② st♦♣ ✐♥ ♥♦♥✲s♠♦♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r②
♣♦✐♥ts ✭❜✐❧❧✐❛r❞ t❛❜❧❡ ❤♦❧❡s✮✳



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✺

T ˝

qj´1

qj`1

qj

Hj

∇µT˝ pqj ´ qj´1q

∇µT˝ pqj`1 ´ qjq

K

nHj

nHj

∇µT˝ pqj`1 ´ qjq

∇µT˝ pqj ´ qj´1q

❋✐❣✳ ✷ T ˝ ✐s ❛ s♠♦♦t❤ ❛♥❞ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ❜♦❞② ✐♥ R
2 ❛♥❞ ✐ts ❜♦✉♥❞❛r② ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡

✐♥❞✐❝❛tr✐①✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ✉♥✐t ❋✐♥s❧❡r ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ T ˝✮ ❧❡♥❣t❤✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡❢♦r❡
✐s ❛♥ 1✲❧❡✈❡❧ s❡t ♦❢ µT˝ ✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦ T ˝✲s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ✐♥t❡rs❡❝t ♦♥ Hj ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ∇µT˝ pqj ´ qj´1q ´ ∇µT˝ pqj`1 ´ qjq “ µjnHj

✳

❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ✇✐t❤✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱
t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r ✇❡❛❦
▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞s✳

❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✐♥ T ✐s
♥♦t ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ♦♥❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ T ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①
✭❝❢✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✷✮✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✇❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t T ✐s
str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ s♠♦♦t❤✱ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② p ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥
✶✷ ❛❧s♦ ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✕✇❡ r❡❢❡r t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✺ ❢♦r
t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ st❛t❡♠❡♥t✳

❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ q✉❡st✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❡❛❦
❛♥❞ str♦♥❣ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❣✐✈❡s ❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s
q✉❡st✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✶ ▲❡t K,T Ă R
n ❜❡ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❡✈❡r② ❝❧♦s❡❞ str♦♥❣

pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ❛ ✇❡❛❦ ♦♥❡✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐❢ q “
pq1, ..., qmq ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ str♦♥❣ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ H1, ..., Hm✱ t❤❡♥ q ❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ✇❡❛❦ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ H1, ..., Hm✳

■❢ T ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①✱ t❤❡♥ ❡✈❡r② ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞
tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ❛ str♦♥❣ ♦♥❡✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐❢ q “ pq1, ..., qmq ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦
pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ✇❡❛❦ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✲
✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ K✲s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s H1, ..., Hm✱ t❤❡♥ q ✐s
❛ ❝❧♦s❡❞ str♦♥❣ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ H1, ..., Hm✳



✻ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

qj´1

qj`1

qj

NKpqjq

K

pj´1

pj

pj`1

T

❋✐❣✳ ✸ ❚❤❡ ♣❛✐r pq, pq ❢✉❧✜❧❧s ✭✷✮✱ ♥❛♠❡❧②✿ qj ´ qj´1 P NT ppj´1q✱ qj`1 ´ qj P NT ppjq✱
pj ´ pj´1 P ´NKpqjq✱ ❛♥❞ pj`1 ´ pj P ´NKpqj`1q✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✶ ✐s s❤❛r♣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥s❡✿ ❖♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❝♦♥✈❡①
❜♦❞✐❡s K,T Ă R

n ✭✇❤❡r❡ T ✐s ♥♦t str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①✮ ❛♥❞ ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ pK,T q✲
▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛ str♦♥❣ ♦♥❡ ✭❝❢✳ ❊①❛♠♣❧❡ ❆ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✻✮✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✐❢ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✐s ❡①❝❧✉❞❡❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ str♦♥❣
▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞s tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❥✉st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧❡❛st ❛❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ✈❡rs✐♦♥✱ ✐s ❧♦st ❢♦r ♥♦♥✲str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s✱ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ str♦♥❣
✈❡rs✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♦✉r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❊❍❩✲❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❝♦♥✈❡① ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣r♦❞✉❝ts ✭❝❢✳ ❬✷✸❪✮✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝❧♦s❡❞ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❢♦r ❛ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞② K Ă R

n✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡
❜② F pKq t❤❡ s❡t ♦❢ s✉❜s❡ts ♦❢ R

n ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ K̊ ❛♥❞ ❜②
F

cp
n`1

pKq t❤❡ s❡t ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s ✐♥ R
n ✇✐t❤ ❛t ♠♦st n ` 1 ✈❡rt✐❝❡s

✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ K̊✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Mn`1pK,T q
t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇✐t❤ ❛t ♠♦st n ` 1

❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✷ ▲❡t K,T Ă R
n ❜❡ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s✳

✭✐✮ ❬Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✹❪ ▲❡t q ❜❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤
❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② p✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ℓT pqq “ ℓ´Kppq.
✭✐✐✮ ❬Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✺❪ ▲❡t T ❜❡ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ s♠♦♦t❤✳ ▲❡t q ❜❡ ❛ ❝❧♦s❡❞

pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤ ❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② p✳ ❚❤❡♥✱
p ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ pT,´Kq✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✳

✭✐✐✐✮ ❬Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✾❪ ▲❡t q ❜❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤
❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② p✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡

q P F pKq ❛♥❞ p P F pT q.



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✼

✭✐✈✮ ❬Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✶✵❪ ▲❡t q “ pq1, ..., qmq ❜❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞
tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ H1, ..., Hm ❛♥❞ ❧❡t U ❜❡ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧
❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ R

n ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❡r ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs nKpq1q, ..., nKpqmq
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ H1, ..., Hm✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ti1, ..., idimU`1u Ď
t1, ...,mu s✉❝❤ t❤❛t

tqi1 , ..., qidimU`1
u P F pKq.

✭✈✮ ❬❚❤❡♦r❡♠ ✸✶✷❪ ▲❡t T ❜❡ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①✳ ❚❤❡♥✱ ❡✈❡r② ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞
pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ❛♥ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ F cp

n`1
pKq

❛♥❞✱ ❝♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❡✈❡r② ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ F cp
n`1

pKq ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛♥ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✳
❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❤❛s

min
qPF cp

n`1
pKq

ℓT pqq “ min
qPMn`1pK,T q

ℓT pqq. ✭✹✮

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❬✷✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷❪✱ ✇❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♣r♦✈❡ t❤❛t ✭✹✮ ❤♦❧❞s ✇✐t❤♦✉t
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ str✐❝t ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ T ✭✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡
st❛t❡♠❡♥t ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✷✭✈✮ ❤♦❧❞s s❧✐❣❤t❧② ❝❤❛♥❣❡❞✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡s
♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ✉s✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st ✇❡ ♣✉rs✉❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ ✐♥✈❡s✲
t✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t q✉❡st✐♦♥s ✭✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥s ✐♥ ❬✶✼❪✮✳ ●✐✈❡♥
❛♥ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✕❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ K Ă R

n ❛♥❞ T Ă R
n✿

✭❛✮ ❲❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts❄
✭❜✮ ❲❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡

♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡❄ ■s ✐t ❛
s✉❜s♣❛❝❡❄ ❲❤❛t ✐s ✐ts ❞✐♠❡♥s✐♦♥❄

✭❝✮ ❲❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛✣♥❡
s❡❝t✐♦♥ ♦❢ K ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤✐s ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②❄

✭❞✮ ❲❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts❄ ❆r❡
t❤❡② s♠♦♦t❤❄ ❆r❡ t❤❡② s♠♦♦t❤ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ K
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤✐s ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②❄

❆❧❧ t❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠✲
♣✉t✐♥❣ ℓT ✲❧❡♥❣t❤✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳

❖✉r ✜rst ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❣✉❧❛r✐t② r❡s✉❧t✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✸ ▲❡t K,T Ă R
n ❜❡ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s✱ ✇❤❡r❡ T ✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛s✲

s✉♠❡❞ t♦ ❜❡ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ s♠♦♦t❤✳ ▲❡t q “ pq1, ..., qmq ❜❡ ❛♥ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✭✇❤✐❝❤ ❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧✲
❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ H1, ..., Hm✮ ❛♥❞ ❧❡t U ❜❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡
s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦✉t❡r ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs nKpq1q, ..., nKpqmq ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧ t♦
H1, ..., Hm✳ ❚❤❡♥✱ U ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ R

n ✇✐t❤

dimU “ m ´ 1

❛♥❞
dim pNKpqjq X Uq “ 1 ✭✺✮

❢♦r ❛❧❧ j P t1, ...,mu✳



✽ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

❙✐♥❝❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ dimU ď n✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

m ď n ` 1.

■♥ ❢❛❝t✱ ✭✺✮ ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r✐t② r❡s✉❧t✿ ■❢ m “ n` 1✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t U “ R
n✱ t❤❡♥

✭✺✮ ❜❡❝♦♠❡s

dim pNKpqjqq “ 1

❢♦r ❛❧❧ j P t1, ...,mu✱ ✐✳❡✳✱ q ✐s r❡❣✉❧❛r✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦❢ q
❛r❡ s♠♦♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ♣♦✐♥ts ♦❢ K✳

❙♦♠❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✸ ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥✿ ❋♦r T ❡q✉❛❧s t❤❡
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ✉♥✐t ❜❛❧❧ ✐♥ R

n✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✸ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ ❬✶✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✷❪✱ s✐♥❝❡
❜② ❬✶✼✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻❪✱ ✐♥ t❤✐s ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❝❛s❡✱ U ❡q✉❛❧s V0 ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛✣♥❡ s✉❜s♣❛❝❡ V Ď R

n ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤
t❤❛t K X V ✐s t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛✣♥❡ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ K ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ q✳ ■♥ t❤❡
s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✸✱ ❢♦r ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s q “ pq1, ..., qmq✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ❬✸❪ t❤❛t m ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②
n`1✱ ❛♥❞ ✐♥ ❬✷✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✽❪✱ t❤❛t t❤❡ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐
❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇✐t❤ n ` 1 ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛r❡ r❡❣✉❧❛r✳ ■♥ ❬✻❪✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥
♣r♦✈❡♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✸ ❢♦r n “ 2✳

❆s ✐♥ t❤❡ ❧❡ss ❣❡♥❡r❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❝❛s❡✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✸ r❡❢✉t❡s t❤❡ ♣r❡s✉♠♣t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ❛t ✜rst ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❝t✱ t❤❛t ❡✈❡r② ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞
pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐s
r❡❣✉❧❛r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ K ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤✐s ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛✲
❥❡❝t♦r②✳

❋♦r t❤❡ s❤❛r♣♥❡ss ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✸✱ ✇❡ r❡❢❡r ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ t♦ t❤❡ s❤❛r♣♥❡ss
♦❢ ❬✶✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶❪✳ ❚❤❡r❡✱ ❢♦r T ❡q✉❛❧s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ✉♥✐t ❜❛❧❧✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞
t❤❛t ❛♥ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ♠❛② ♥♦t
❜❡ r❡❣✉❧❛r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ K ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜✐❧❧✐❛r❞
tr❛❥❡❝t♦r② ✭✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❛ tr❛♥s❧❛t❡ ♦❢ U✮✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❛♣♣❡❛r ❢♦r t❤❡
✉♥✐q✉❡ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡
❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛♥ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②
❝❛♥ ❤❛✈❡ ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ ✈❡rt✐❝❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ 0✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❛❝❡s
♦❢ K✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✸✱ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ T
✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❊①❛♠♣❧❡ ❋✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥
s❤♦✇ t❤❛t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦❡r s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✸ ✐s ♥♦t tr✉❡ ✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❡ str✐❝t
❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ T ✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❊①❛♠♣❧❡ ● ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✮✳ ■♥ t❤✐s ❧❛tt❡r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t ✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❡ str✐❝t ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ T ✱ ❡✈❡♥ t❤❡
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s
❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ s❡♥s❡✿ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ s✉❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡rs ❞♦
♥♦t ❡①✐st✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ❛ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❧❡♥❣t❤✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥K ✭❝❢✳ ❬✶✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶❪✮ t♦ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐✴❋✐♥s❧❡r
s❡tt✐♥❣ pK,T q ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❜♦t❤ K ❛♥❞ T ❛r❡ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ❛♥❞
s♠♦♦t❤✿



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✾

❚❤❡♦r❡♠ ✶✹ ▲❡t K,T Ă R
n ❜❡ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ s♠♦♦t❤ ❜♦❞✐❡s✳ ▲❡t q “

pq1, ..., qmq ❜❡ ❛♥ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②
❛♥❞ V ❛♥ ❛✣♥❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ R

n s✉❝❤ t❤❛t K X V ✐s t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧
❛✣♥❡ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ K ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ q✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡

dimV “ m ´ 1,

✐✳❡✳✱ q ✐s ♠❛①✐♠❛❧❧② s♣❛♥♥✐♥❣✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧
♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts q1, ..., qm ✐s m ´ 1✳

❋r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✸ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✹✱ ✇❡
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r② ❢♦r n “ 2✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✺ ▲❡t K,T Ă R
2 ❜❡ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s✱ ✇❤❡r❡ T ✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛s✲

s✉♠❡❞ t♦ ❜❡ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ s♠♦♦t❤✳ ❚❤❡♥✱ ❡✈❡r② ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞
pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② q “ pq1, ..., qmq ❤❛s t✇♦ ♦r t❤r❡❡ ❜♦✉♥❝✐♥❣
♣♦✐♥ts✱ ✐✳❡✳✱ m P t2, 3u✱ ✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡ t❤❡ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s r❡❣✉❧❛r✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤❡♥ q ❢✉✜❧❧s t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ H1, ..., Hm✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡✿

✭✐✮ ■❢ U ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs nKpq1q, ..., nKpqmq
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ H1, ..., Hm✱ t❤❡♥ U ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ R

2 ✇✐t❤

dimU “ m ´ 1.

✭✐✐✮ ■❢ V Ď R
2 ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ s✉❜s♣❛❝❡ s✉❝❤ t❤❛t K X V ✐s t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧

❛✣♥❡ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ K ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ q✱ t❤❡♥

dimV “ m ´ 1.

❍❡r❡✱ piq ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✸ ❛♥❞ piiq ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱
❜♦t❤ 2✲ ❛♥❞ 3✲❜♦✉♥❝✐♥❣ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ♠❛①✐♠❛❧❧② s♣❛♥♥✐♥❣
✭s♦✱ ❢♦r piiq✱ t❤❡ str✐❝t ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ K✱ ❛s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✹ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧
❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②✮✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✺ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞
pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇❤❡♥ K Ă R

2 ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛
❞❡t❛✐❧❡❞ s✉r✈❡② ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❛t ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❋❛❣♥❛♥♦ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥ ❛ ▼✐♥❦♦✇s❦✐
tr✐❛♥❣❧❡ st❛t❡❞ ✐♥ ❬✻❪✳

▲❡t ✉s ❜r✐❡✢② ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✿ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱
✇❡ ❡♥✉♠❡r❛t❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r ❜♦❞② ❛♥❞ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❛t
✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ r❡♣❡❛t❡❞❧② ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉t✐❧✐③❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✹
❛♥❞ ✺ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✶✸ ❛♥❞ ✶✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✱ ✇❡
❣✐✈❡ ✈❛r✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❡ s❤❛r♣♥❡ss ♦❢ t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s❤❛r♣♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢♦r K,T Ă R

2✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥♦t❡ ♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ ❝❧♦s❡❞ r❡❣✉❧❛r ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥
♦❜t✉s❡ tr✐❛♥❣❧❡s✳



✶✵ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

✷ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s ❢r♦♠ ❝♦♥✈❡① ❣❡♦♠❡tr②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r ❜♦❞② ❛♥❞ t❤❡
▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❥✉st st❛t❡
t❤❡♠ ❛♥❞ r❡❢❡r ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢s t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝✳

▲❡t T Ă R
n ❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞②✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣♦❧❛r ❜♦❞② ♦❢ T ✐s

T ˝ “ tx P R
n : xx, yy ď 1 ❢♦r ❛❧❧ y P T u Ă R

n.

❚❤❡ ♣♦❧❛r ❜♦❞② s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✶ ▲❡t P,Q Ă R
n ❜❡ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s✳ ❚❤❡♥✿

✭✐✮ P ˝ ✐s ✐♥ CpRnq✳
✭✐✐✮ ❋♦r c ‰ 0 ✇❡ ❤❛✈❡ pcP q˝ “ 1

c
P ˝✳

✭✐✐✐✮ ■❢ P Ď Q✱ t❤❡♥ P ˝ Ě Q˝✳
✭✐✈✮ ■t ✐s pP ˝q˝ “ P ✳

❚❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ µT ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

µT pxq :“ mintt ě 0 : x P tT u, x P R
n,

❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✇❤❡♥
T ✐s t❤❡ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ✉♥✐t ❜❛❧❧✳ ❚❤❡ s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥ hT ♦❢ T ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②

hT pxq :“ maxtxx, yy : y P T u, x P R
n.

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ❝❧❛r✐✜❡s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❛♥❞ t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t❤r♦✉❣❤♦✉t ♠❛♥② ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✷ ▲❡t T Ă R
n ❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞②✳

✭✐✮ ❖♥❡ ❤❛s
hT pxq “ µT ˝ pxq

❢♦r ❛❧❧ x P R
n✳

✭✐✐✮ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ x P R
n✿ ❖♥❡ ❤❛s

hT pxq “ xx, yy ô x P NT pyq

✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t y P BT ✳

❚❤❡ ♥❡①t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝ts ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✸ ▲❡t S, T Ă R
n ❜❡ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s✳

✭✐✮ ■❢ T ✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ✐❢

x, y P R
nzt0u ✇✐t❤ x ‰ λy @λ P R,

t❤❡♥
µT ˝ px ` yq ă µT ˝ pxq ` µT ˝ pyq. ✭✻✮

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ❥✉st r❡q✉✐r✐♥❣ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ T ✱ ♦♥❡ ❤❛s ď ✐♥ ✭✻✮✳



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✶✶

✭✐✐✮ ❲✐t❤ S Ď T ✇❡ ❤❛✈❡ T ˝ Ď S˝✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s

µS˝ pxq ď µT ˝ pxq @x P R
n.

✭✐✐✐✮ ❋♦r c ‰ 0 ✇❡ ❤❛✈❡

µT ˝ pcxq “ µpcT q˝ pxq “ cµT ˝ pxq @x P R
n.

✭✐✈✮ ❚❤❡ ♠❛♣
µT ˝ : pRn, | ¨ |q Ñ pRě0, | ¨ |q

✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳

✸ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝❧♦s❡❞ pK, T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s

❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✿

▲❡♠♠❛ ✸✶ ▲❡t T Ă R
n ❜❡ ❛ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ❜♦❞② ❛♥❞ pi, pj P BT ✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡

❤❛s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

qi ‰ qj ô NT pqiq X NT pqjq “ t0u.

Pr♦♦❢ ❋r♦♠
NT pqiq X NT pqjq “ t0u,

t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
t0u $ NT pqiq ❛♥❞ t0u $ NT pqjq,

✐t ❞✐r❡❝t❧② ❢♦❧❧♦✇s qi ‰ qj ✳
▲❡t qi ‰ qj ✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥♦♥③❡r♦

n P NT pqiq X NT pqjq,

t❤❡♥ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ str✐❝t ❝♦♥✈❡①✐t② t❤❛t

xn, z1 ´ qiy ă 0 @z1 P T

❛♥❞
xn, z2 ´ qjy ă 0 @z2 P T.

❈❤♦♦s✐♥❣ z1 “ qj ❛♥❞ z2 “ qi ②✐❡❧❞s

0 ą xn, qj ´ qiy,

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
0 ą xn, qi ´ qjy “ ´xn, qj ´ qiy ą 0,

❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s

NT pqiq X NT pqjq “ t0u.

❚❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝❧❛r✐✜❡s t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❝❧♦s❡❞ ❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳



✶✷ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✷ ▲❡t K,T Ă R
n ❜❡ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s✱ ✇❤❡r❡ T ✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②

❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①✳ ▲❡t q ❜❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ str♦♥❣ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧✲
❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② p ✐♥ T ✐s ✉♥✐q✉❡❧②
❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

Pr♦♦❢ ❘❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ✭✷✮✱ p “ pp1, ..., pmq ❢✉❧✜❧❧s

qj`1 ´ qj P NT ppjq

❢♦r ❛❧❧ j P t1, ...,mu✳ ❯s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✸✶ ✭T ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①✮✱
t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t p1, ..., pm ❛r❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

❲✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❡ str✐❝t ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ T ✱ p ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✉♥✐q✉❡❧②
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✭❝❢✳ ❊①❛♠♣❧❡ ❇ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✮✳

❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✶✱ ✇❤✐❝❤ ❝❧❛r✐✜❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ ✇❡❛❦ ❛♥❞ str♦♥❣ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞s✳

Pr♦♦❢ ✭Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✶✮ ❲❡ ✜rst ♣r♦✈❡ t❤❛t ❡✈❡r② ❝❧♦s❡❞ str♦♥❣ ▼✐♥❦♦✇s❦✐
❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ❛ ✇❡❛❦ ♦♥❡✳ ❋♦r t❤❛t✱ ❧❡t T ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♥✈❡①
❜♦❞② ✐♥ R

n✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❝❧♦s❡❞ str♦♥❣ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② q “
pq1, ..., qmq t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✐ts ❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② p “ pp1, ..., pmq✳ ❲❡ ❧❡t
nKpq1q, ..., nKpqmq ❜❡ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ✐♥ NKpq1q, ..., NKpqmq ❢♦r ✇❤✐❝❤

pj`1 ´ pj “ ´µj`1nKpqj`1q, µj`1 ě 0,

❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ j P t1, ...,mu✳ ◆♦✇✱ ❧❡t j P t1, ...,mu ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❤♦s❡♥ ❛♥❞
❧❡t Hj ❜❡ t❤❡ K✲s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ t❤r♦✉❣❤ qj ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦r♠❛❧ t♦ nKpqjq✳
❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ❤❛s

xqj ´ q˚
j , pj ´ pj´1y “ 0

❢♦r ❛❧❧ q˚
j P Hj ✭s✐♥❝❡ pj ´ pj´1 “ ´µjnKpqjq✮ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤

qj ´ qj´1 P NT ppj´1q ❛♥❞ qj`1 ´ qj P NT ppjq

❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✷ t❤❛t

Σjpqjq “µT ˝ pqj ´ qj´1q ` µT ˝ pqj`1 ´ qjq
“xqj ´ qj´1, pj´1y ` xqj`1 ´ qj , pjy
“xqj ´ qj´1, pj´1y ` xqj`1 ´ qj , pjy ` xqj ´ q˚

j , pj ´ pj´1y
“xq˚

j ´ qj´1, pj´1y ` xqj`1 ´ q˚
j , pjy

“xq˚
j ´ qj´1, p

˚
j´1y ` xq˚

j ´ qj´1, pj´1 ´ p˚
j´1y

` xqj`1 ´ q˚
j , p

˚
j y ` xqj`1 ´ q˚

j , pj ´ p˚
j y

“Σjpq˚
j q ` xq˚

j ´ qj´1, pj´1 ´ p˚
j´1y ` xqj`1 ´ q˚

j , pj ´ p˚
j y

❢♦r ❛❧❧ q˚
j P Hj ✱ ✇❤❡r❡ p˚

j , p
˚
j´1

P BT ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ✭♣♦ss✐❜❧② ♥♦t ✉♥✐q✉❡❧②✮ t♦
❢✉❧✜❧❧

q˚
j ´ qj´1 P NT pp˚

j´1q ❛♥❞ qj`1 ´ q˚
j P NT pp˚

j q. ✭✼✮



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✶✸

❇② ✭✼✮✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡ ❛♥❞ pj , pj´1 P BT
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ T t❤❛t

xq˚
j ´ qj´1, pj´1 ´ p˚

j´1y ď 0 ❛♥❞ xqj`1 ´ q˚
j , pj ´ p˚

j y ď 0.

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s
Σjpqjq ď Σjpq˚

j q
❢♦r ❛❧❧ q˚

j P Hj ✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ s❡❣♠❡♥t pqj´1, qj , qj`1q
❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ✇❡❛❦ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✐♥ qj ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
K✲s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ Hj t❤r♦✉❣❤ qj ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦r♠❛❧ t♦ nKpqjq✳ ❚❤✐s
❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♠❡❛♥s t❤❛t pq1, ..., qmq ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞
tr❛❥❡❝t♦r②✳

❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t ❢♦r str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ❜♦❞② T Ă R
n✱ ❡✈❡r② ❝❧♦s❡❞

✇❡❛❦ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ❛ str♦♥❣ ♦♥❡✳ ❙♦✱ ❧❡t q “ pq1, ..., qmq ❜❡ ❛
❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧
❝✉r✈❡ p “ pp1, ..., pmq ❜②

qj`1 ´ qj P NT ppjq. ✭✽✮

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❞✉❡ t♦ t❤❡ str✐❝t ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ T ✭❝❢✳ ▲❡♠♠❛ ✸✶✮✱ p ✐s ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✲
t❡r♠✐♥❡❞✳ ▲❡t j P t1, ...,mu ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❤♦s❡♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛K✲s✉♣♣♦rt✐♥❣
❤②♣❡r♣❧❛♥❡ Hj t❤r♦✉❣❤ qj s✉❝❤ t❤❛t qj ♠✐♥✐♠✐③❡s Σjpq˚

j q ♦✈❡r ❛❧❧ q˚
j P Hj ✱ ✇❡

❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ▲❛❣r❛♥❣❡✬s ♠✉❧t✐♣❧✐❡r t❤❡♦r❡♠ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ µj P R ✇✐t❤

∇q˚

j
Σjpq˚

j q|q˚

j
“qj

“ µjnHj
,

✇❤❡r❡ nHj
✐s t❤❡ ♦✉t❡r ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ♥♦r♠❛❧ t♦ Hj ✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛✲

❜✐❧✐t② ♦❢ Σj ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ str✐❝t ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ T✕❝❢✳ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
♦r✱ ♠♦r❡ ❜❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❞✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ str✐❝t ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ T ❛♥❞ s♠♦♦t❤♥❡ss
♦❢ T ˝ ✭❝❢✳ ❬✷✷✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✶✳✶✸❪✮✳ ❲❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡✿

∇q˚

j
Σjpq˚

j q|q˚

j
“qj

paq“∇q˚

j

`
xq˚

j ´ qj´1, pj´1pq˚
j qy ` xqj`1 ´ q˚

j , pjpq˚
j qy

˘
|q˚

j
“qj

pbq“
ˆ

Bq˚

j
,i

“
xq˚

j ´ qj´1, pj´1pq˚
j qy ` xqj`1 ´ q˚

j , pjpq˚
j qy

‰
|q˚

j
“qj

˙

iPt1,...,nu

pcq“
ˆ
lim
εÑ0

1

ε

“
xqj ` εei ´ qj´1, pj´1pqj ` εeiqy ´ xqj ´ qj´1, pj´1y

` xqj`1 ´ qj ´ εei, pjpqj ` εeiqy ´ xqj`1 ´ qj , pjy
‰˙

iPt1,...,nu

“
ˆ
lim
εÑ0

1

ε

“
xqj ´ qj´1, pj´1pqj ` εeiq ´ pj´1y ` xqj`1 ´ qj , pjpqj ` εeiq ´ pjy

` xεei, pj´1pqj ` εeiq ´ pjpqj ` εeiqy
‰˙

iPt1,...,nu

pdq“
´
lim
εÑ0

xei, pj´1pqj ` εeiq ´ pjpqj ` εeiqy
¯

iPt1,...,nu



✶✹ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

peq“ pxei, pj´1 ´ pjyq
iPt1,...,nu

“pj´1 ´ pj ,

✇❤❡r❡ ✐♥ ❡q✉❛❧✐t② ✭a✮✱ ❢♦r ❡✈❡r② q˚
j P R

n pj´1pq˚
j q✱ pjpq˚

j q ✭❤❡r❡ pj´1 ❛♥❞ pj
❛r❡ ❛❝t✐♥❣ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s✮ ❛r❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣♦✐♥ts ♦❢ T ✭✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❢♦r q˚

j P R
n ♥❡❛r qj ❞✉❡ t♦ t❤❡ str✐❝t ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ T ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✸✶✮ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣

q˚
j ´ qj´1 P NT ppj´1pq˚

j qq ❛♥❞ qj`1 ´ q˚
j P NT ppjpq˚

j qq, ✭✾✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ♥♦t❡

pj´1pqjq “ pj´1 ❛♥❞ pjpqjq “ pj ,

✐♥ ❡q✉❛❧✐t② ✭b✮✱ ❜② Bq˚

j
,i ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ i✲t❤ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

q˚
j ✱ ❛♥❞ ✐♥ ❡q✉❛❧✐t② ✭c✮✱ ❜② ei ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ i✲t❤ st❛♥❞❛r❞ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ✐♥ R

n✳
■♥ ❡q✉❛❧✐t② ✭d✮✱ ✇❡ ✉s❡❞

lim
εÑ0

1

ε
xqj ´ qj´1, pj´1pqj ` εeiq ´ pj´1y “ 0 ✭✶✵✮

❢♦r ❛❧❧ i P t1, ..., nu✳
■♥❞❡❡❞✱ ✐❢

dimNT ppj´1q “ 1, ✭✶✶✮

t❤❡♥

lim
εÑ0

pj´1pqj ` εeiq ´ pj´1

ε

✐s ❛ t❛♥❣❡♥t ✈❡❝t♦r ❛t BT ✐♥ pj ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

xqj ´ qj´1, lim
εÑ0

pj´1pqj ` εeiq ´ pj´1

ε
y “ 0,

❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②

lim
εÑ0

1

ε
xqj ´ qj´1, pj´1pqj ` εeiq ´ pj´1y

“xqj ´ qj´1, lim
εÑ0

pj´1pqj ` εeiq ´ pj´1

ε
y

“0.

■❢

dimNT ppj´1q ą 1 ❛♥❞ qj ´ qj´1 P N̊T ppj´1q, ✭✶✷✮

t❤❡♥ ✐t ❢♦❧❧♦✇s

pj´1pqj ` εeiq ´ pj´1 “ pj´1 ´ pj´1 “ 0

❢♦r |ε| s♠❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✭✶✵✮✳ ■❢

dimNT ppj´1q ą 1 ❛♥❞ qj ´ qj´1 P BNT ppj´1q,



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✶✺

t❤❡♥ ❢♦r ε ą 0 ✭✶✵✮ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❡✐t❤❡r ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✭✶✶✮
♦r ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✭✶✷✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r ε ă 0 ✭✶✵✮ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❡✐t❤❡r
♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✭✶✶✮ ♦r ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✭✶✷✮✳

❇② s✐♠✐❧❛r r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡

lim
εÑ0

1

ε
xqj`1 ´ qj , pjpqj ` εeiq ´ pjy “ 0 ❢♦r ❛❧❧ i P t1, ..., nu.

■♥ ❡q✉❛❧✐t② ✭e✮✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ✭✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s ❞✉❡ t♦ t❤❡ str✐❝t ❝♦♥✲
✈❡①✐t② ♦❢ T ✮ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s pj ❛♥❞ pj´1 ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✾✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡

pj ´ pj´1 “ ´µjnHj
. ✭✶✸✮

■t r❡♠❛✐♥s t♦ s❤♦✇ µj ě 0✳ ❋♦r t❤❛t✱ s❝❛❧❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✶✸✮ ❜② nHj

✐♠♣❧✐❡s
xpj ´ pj´1, nHj

y “ ´µj .

❋r♦♠
xqj ´ qj´1, nHj

y ě 0 ❛♥❞ xqj`1 ´ qj , nHj
y ď 0

t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤

qj ´ qj´1 P NT ppj´1q ❛♥❞ qj`1 ´ qj P NT ppjq,

✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ T t❤❛t

xpj ´ pj´1, nHj
y ď 0,

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ µj ě 0✳

nHj

BT
H

´

j

BT
H

`

j

Hj

H´
j

H`
j

❋✐❣✳ ✹ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ BT
H

`

j

❛♥❞ BT
H

´

j

✳ ❇② H´
j ❛♥❞ H`

j ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡s

♦❢ R
n ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Hj ✳

■♥❞❡❡❞✱

xqj ´ qj´1, nHj
y ě 0 t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ qj ´ qj´1 P NT ppj´1q



✶✻ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

pj´1 P tp1 P BT : xn, nHj
y ě 0 @n P NT pp1qu “: BT

H
`

j
, ✭✶✹✮

❛♥❞
xqj`1 ´ qj , nHj

y ď 0 t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ qj`1 ´ qj P NT ppjq
✐♠♣❧✐❡s

pj P tp1 P BT : xn, nHj
y ď 0 @n P NT pp1qu “: BT

H
´

j
. ✭✶✺✮

■❢ µj ă 0✱ ✐✳❡✳✱ pj ´ pj´1 ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ nHj
✱ t❤❡♥ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡

str✐❝t ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ T ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✮ t❤❛t

pj P BT
H

`

j
❛♥❞ pj´1 P BT

H
´

j
,

❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ ✭✶✹✮ ❛♥❞ ✭✶✺✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ❢♦❧❧♦✇s µj ě 0✳

qj´1 qj`1

qj

nHj

Hj

K

T

pj

pj´1

❋✐❣✳ ✺ ❲❡ ❤❛✈❡ qj ´ qj´1 P NT ppj´1q✱ qj`1 ´ qj P NT ppjq ❛♥❞ pj ´ pj´1 “ ´µjnHj
✱

µj ě 0✳

■❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡
nKpqjq :“ nHj

@j P t1, ...,mu,
t❤❡♥ t❤❡ ♣❛✐r pq, pq ❢✉❧✜❧❧s ✭✷✮ ❜② r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ✭✽✮ ❛♥❞ ✭✶✸✮✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❛t❤❡r ♦❜✈✐♦✉s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠
✶✸ ❛♥❞ ✶✹✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✶ ✇❤❡♥
T ✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ s♠♦♦t❤✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✸ ▲❡t K,T Ă R
n ❜❡ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s✱ ✇❤❡r❡ T ✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②

❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ s♠♦♦t❤✳ ▲❡t q “ pq1, ..., qmq ❜❡ ❛ ❝❧♦s❡❞
pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② j P t1, ...,mu✱ t❤❡r❡ ✐s
♦♥❧② ♦♥❡ K✲s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ t❤r♦✉❣❤ qj ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇❡❛❦ ▼✐♥❦♦✇s❦✐
❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✐♥ qj ✐s s❛t✐s✜❡❞✳



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✶✼

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✷ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✶ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② t❤✐s st❛t❡♠❡♥t✳
❚❤❛t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ❝❛♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡✱
❛♥❞ ❛s ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✮ ♠❛② ♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡
✭❝❢✳ ❊①❛♠♣❧❡ ❈ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ T ❣✉❛r❛♥t❡❡s
t❤❛t t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ ✭❝❢✳ ❋♦♦t♥♦t❡
✶✮✳

Pr♦♦❢ ✭Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✸✮ ❙✐♥❝❡ q ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞
tr❛❥❡❝t♦r②✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✶✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ Hj t❤r♦✉❣❤
qj ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t❡r ✉♥✐t ✈❡❝t♦r nHj

♥♦r♠❛❧ t♦ Hj s✉❝❤ t❤❛t

∇q˚

j
Σjpq˚

j q|q˚

j
“qj

“ pj´1 ´ pj “ µjnHj
, ✭✶✻✮

✇❤❡r❡ µj ě 0 ❛♥❞ pj´1 ❛♥❞ pj ❛r❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②

qj`1 ´ qj P NT ppjq ❛♥❞ qj ´ qj´1 P NT ppj´1q.
❲❡ ❛✐♠ t♦ s❤♦✇ t❤❛t Hj ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② nHj

✱ ✐s ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❆❣❛✐♥st
t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ ✭✶✻✮✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❤♦✇ t❤❛t µj ą 0✳

■❢ µj “ 0✱ t❤❡♥ pj´1 “ pj ✳ ❇✉t t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t qj`1 ´ qj ❛♥❞ qj ´ qj´1

❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ♣❛r❛❧❧❡❧ ✭s✐♥❝❡ qj ✐s ♥♦t ♦♥ t❤❡
❧✐♥❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ qj´1 ❛♥❞ qj`1✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♥♦♥③❡r♦ ✈❡❝t♦rs ✐♥ NT ppjq “ NT ppj´1q✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢
T ✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s µj ą 0 ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ss ♦❢ nHj
❛♥❞ Hj ✳

❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✸ ✐s ♥♦t tr✉❡ ✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ T t♦ ❜❡ ❜♦t❤
str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ s♠♦♦t❤✳ ❋♦r t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ t❤❡ str✐❝t ❝♦♥✈❡①✐t②✱ ✇❡ r❡❢❡r
t♦ ❊①❛♠♣❧❡ ❇✱ ❢♦r t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❊①❛♠♣❧❡ ❈
✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✮✳

■ts ♥♦t✐♦♥ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛✲
❥❡❝t♦r✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✹ ❛♥❞ ✸✺ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r str✐❝t❧②
❝♦♥✈❡① ❛♥❞ s♠♦♦t❤ ❜♦❞② T Ă R

n t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ❛ ❝❧♦s❡❞
pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② q ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ pT,´Kq✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞
tr❛❥❡❝t♦r② p ✇✐t❤

ℓ´Kppq “ ℓT pqq.
❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ T ✐s ❛ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ❜♦❞② ✐♥ R

n✱ t❤✐s ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ℓT ✲
❧❡♥❣t❤ ♦❢ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❡q✉❛❧s
t❤❡ ℓ´K✲❧❡♥❣t❤ ♦❢ ℓ´K✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pT,´Kq✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝✲
t♦r✐❡s✹✳ ▲❛t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤✐s ❢❛❝t ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✹✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✹ ▲❡t K,T Ă R
n ❜❡ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s✳ ▲❡t q “ pq1, ..., qmq ❜❡ ❛

❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤ ❝❧♦s❡❞ ❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②
p “ pp1, ..., pmq ✐♥ T ✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ℓT pqq “ ℓ´Kppq.
✹ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠✐♥✐♠✉♠s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✶✷ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢

str✐❝t ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ T ❛♥❞ ✐♥ ❬✷✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷❪ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳



✶✽ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

Pr♦♦❢ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

qj`1 ´ qj P NT ppjq ❛♥❞ pj`1 ´ pj P ´NKpqj`1q.

❢♦r ❛❧❧ j P t1, ...,mu✳ ❇② r❡❝❛❧❧✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✷✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s

µT ˝ pqj`1 ´ qjq “ hT pqj`1 ´ qjq “ xqj`1 ´ qj , pjy

❛♥❞

µK˝ ppj ´ pj`1q “ hKppj ´ pj`1q “ xpj ´ pj`1, qj`1y

❢♦r ❛❧❧ j P t1, ...,mu✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡

ℓT pqq “
mÿ

j“1

µT ˝ pqj`1 ´ qjq “
mÿ

j“1

xqj`1 ´ qj , pjy

“pxq2, p1y ´ xq1, p1yq ` pxq3, p2y ´ xq2, p2yq ` ...

... ` pxqm, pm´1y ´ xqm´1, pm´1yq ` pxqm`1, pmy ´ xqm, pmyq
“ ´ xq1, p1y ` pxq2, p1y ´ xq2, p2yq ` pxq3, p2y ´ xq3, p3yq ` ...

... ` pxqm´1, pm´2y ´ xqm´1, pm´1yq ` pxqm, pm´1y ´ xqm, pmyq ` xqm`1, pmy

“
mÿ

j“1

xpj ´ pj`1, qj`1y “
mÿ

j“1

µK˝ ppj ´ pj`1q “
mÿ

j“1

µ´K˝ ppj`1 ´ pjq

“
mÿ

j“1

µp´Kq˝ ppj`1 ´ pjq

“ℓ´Kppq,

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ qm`1 “ q1✱ pm`1 “ p1 ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt②

µK˝ p´¨q “ µ´K˝ p¨q

♦❢ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✉t✐❧✐③✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✸✭✐✐✐✮ ❛♥❞

p´Kq˝ “ ´K˝

✭❝❢✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✶✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✺ ▲❡t K,T Ă R
n ❜❡ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ❛♥❞ T ✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛s✲

s✉♠❡❞ t♦ ❜❡ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ s♠♦♦t❤✳ ▲❡t q “ pq1, ..., qmq ❜❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲
▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤ ✐ts ❝❧♦s❡❞ ❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② p “ pp1, ..., pmq
✐♥ T ✳ ❚❤❡♥✱ p ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ pT,´Kq✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤

´q`1 :“ p´q2, ...,´qm,´q1q

❛s ❝❧♦s❡❞ ❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ♦♥ ´K✳



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✶✾

Pr♦♦❢ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛✐r pq, pq ❢✉❧✜❧❧s ✭✷✮✱ p1, ..., pm ❛r❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✭❝❢✳ ▲❡♠♠❛
✸✶✮ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

qj`1 ´ qj P NT ppjq @j P t1, ...,mu. ✭✶✼✮

❙✐♥❝❡ q1, ..., qm s❛t✐s❢② qj ‰ qj`1 ❢♦r ❛❧❧ j P t1, ...,mu ❛♥❞ qj ✐s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥
t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ qj´1 ❛♥❞ qj`1 ❢♦r ❛❧❧ j P t1, ...,mu ✭❝❢✳ ❋♦♦t♥♦t❡
✶✮✱

q2 ´ q1, ..., qm ´ qm´1, q1 ´ qm ✭✶✽✮

❛r❡ ♥♦♥③❡r♦ ❛♥❞ s❛t✐s❢②

qj ´ qj´1 ∦ qj`1 ´ qj @j P t1, ...,mu.
❚❤❡♥✱ ✭✶✼✮ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ str✐❝t ❝♦♥✈❡①✐t② ❛♥❞ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ T ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
p1, ..., pm s❛t✐s❢② pj ‰ pj`1 ❢♦r ❛❧❧ j P t1, ...,mu ❛♥❞ pj ✐s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡
❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ pj´1 ❛♥❞ pj`1 ❢♦r ❛❧❧ j P t1, ...,mu✳

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s
#
pj`1 ´ pj “ ´µj`1nKpqj`1q P ´NKpqj`1q “ N´Kp´qj`1q “ N´Kp´q`1

j q
p´q`1

j`1
q ´ p´q`1

j q “ p´qj`2q ´ p´qj`1q P ´NT ppj`1q
✭✶✾✮

❢♦r ❛❧❧ j P t1, ...,mu✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞

N´Kp´qj`1q “ ´NKpqj`1q @j P t1, ...,mu.
❋r♦♠ ✭✶✾✮✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛✐r pp,´q`1q ❢✉❧✜❧❧s ✭✷✮ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
pT,´Kq✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ p ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ pT,´Kq✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤
´q`1 ❛s ✐ts ❝❧♦s❡❞ ❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ♦♥ ´K✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ T ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✺✱ ✇❡
r❡❢❡r t♦ ❊①❛♠♣❧❡ ❈ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✮✕t❤❡r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧
❝✉r✈❡ p✱ ❜✉t ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② pj ‰ pj`1 ❢♦r ❛❧❧ j✳

❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛s ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❬✶✼✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸❪
t♦ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐✴❋✐♥s❧❡r s❡tt✐♥❣✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✻ ▲❡t K,T Ă R
n ❜❡ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s✳ ▲❡t q “ pq1, ..., qmq ❜❡ ❛

❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ❛♥❞ V Ď R
n ❛♥ ❛✣♥❡ s✉❜✲

s♣❛❝❡ s✉❝❤ t❤❛t K X V ✐s ❛♥ ❛✣♥❡ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ K ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ q✳ ❚❤❡♥✱ q ✐s ❛
❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ pK X V, T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✳✺

Pr♦♦❢ ❙✐♥❝❡ q ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✱ t❤❡r❡ ❛r❡
K✲s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡sH1, ..., Hm t❤r♦✉❣❤ q1, ..., qm s✉❝❤ t❤❛t qj ♠✐♥✐♠✐③❡s

µT ˝ psqj ´ qj´1q ` µT ˝ pqj`1 ´ sqjq ✭✷✵✮

♦✈❡r ❛❧❧ sqj P Hj ❢♦r ❛❧❧ j P t1, ...,mu✳ ❙✐♥❝❡ K X V ❝♦♥t❛✐♥s q ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t qj
♠✐♥✐♠✐③❡s ✭✷✵✮ ♦✈❡r ❛❧❧ sqj P Hj X V ❢♦r ❛❧❧ j P t1, ...,mu✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t q
✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ pK X V, T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✳

✺ ❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ K XV ✐s ♣♦ss✐❜❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ T ✳ ❋♦r
t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❉❡✜♥✐t♦♥ ✶✶ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❝♦✈❡① ❜♦❞✐❡s T ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❣r❡❛t❡r n✳



✷✵ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

❈❧❡❛r❧②✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐s ♥♦t tr✉❡✿ ❲❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛♥ ❛✣♥❡
s❡❝t✐♦♥ K X V ♦❢ K t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ K̊✳ ❚❤❡♥✱ ❡✈❡r② ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦
pK X V, T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② q ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ K̊✳ ❇✉t ✐♥
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✾✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❛t q P F pKq✱ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

■♥ ❬✶✼✱ ❊①❛♠♣❧❡s ❆✱ ❇✱ ❈✱ ❛♥❞ ❉❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✭❢♦r T ❡q✉❛❧s t❤❡ ❊✉✲
❝❧✐❞❡❛♥ ✉♥✐t ❜❛❧❧✮ t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♠✐♥✐♠❛❧✐t② ♦❢ ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦
pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ♥♦t ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ❣♦✐♥❣ t♦ ✭✐♥❝❧✉s✐♦♥
♠✐♥✐♠❛❧✮ ❛✣♥❡ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ K ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❚❤✐s ❜✐❧❧✐❛r❞
tr❛❥❡❝t♦r② ♠❛② ♥♦t ❡✈❡♥ ❧♦❝❛❧❧② ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s
✐♥ F pKXV q✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ s❡tt✐♥❣s
✇❤❡♥ t❤❡ ✇❡❛❦ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❣♦✈❡r♥❡❞
❜② t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ✉♥✐t ❜❛❧❧✳

❚❤❡ ♥❡①t t✇♦ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♠❛❦❡ ❛ st❛t❡♠❡♥t ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥❛❧
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✇❡❛❦ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞
r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✼ ▲❡t K,T Ă R
n ❜❡ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s✳ ▲❡t q “ pq1, ..., qmq ❜❡ ❛

❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ H1, ..., Hm✳ ❚❤❡♥✱
✇❡ ❤❛✈❡

0 P convtnKpq1q, ..., nKpqmqu,

✇❤❡r❡ nKpq1q, ..., nKpqmq ❛r❡ t❤❡ ♦✉t❡r ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ♥♦r♠❛❧ t♦ H1, ..., Hm✳

■❢ T ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ✐❢ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Ũ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ s♣❛♥♥❡❞
❜②

nKpq1q, ..., nKpqmq,

t❤❡♥ Ũ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ R
n ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❧❡ss ♦r ❡q✉❛❧ t❤❛♥ m ´ 1✳

Pr♦♦❢ ▲❡t p “ pp1, ..., pmq ❜❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ q✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡
❛r❡ µ1, ..., µm ě 0 ✇✐t❤

pj`1 ´ pj “ ´µj`1nKpqj`1q @j P t1, ...,mu. ✭✷✶✮

❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ µj ą 0 ❢♦r ❛❧❧ j P t1, ...,mu✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

sj :“
µj`1

µ1 ` ... ` µm

@j P t1, ...,mu

❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡

mÿ

j“1

sj
1

µj`1

ppj`1 ´ pjq “ 1

µ1 ` ... ` µm

mÿ

j“1

ppj`1 ´ pjq “ 0 ✭✷✷✮

✇❤✐❧❡
mÿ

j“1

sj “
mÿ

j“1

µj`1

µ1 ` ... ` µm

“ 1. ✭✷✸✮



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✷✶

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ t❤❛t

0 P
#

mÿ

j“1

s̃j
1

µj`1

ppj`1 ´ pjq :
mÿ

j“1

s̃j “ 1, s̃j ě 0

+

“ conv

"
1

µ2

pp2 ´ p1q, ..., 1

µm

ppm ´ pm´1q, 1

µ1

pp1 ´ pmq
*

✭✷✹✮

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✷✶✮✱

0 P convt´nKpq1q, ...,´nKpqmqu

❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②

0 P convtnKpq1q, ..., nKpqmqu. ✭✷✺✮

■❢ µj “ 0 ❢♦r s♦♠❡ j P t1, ...,mu ✭❢♦r ❛❧❧ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✮✱ t❤❡♥✱ ❜② ✭✷✶✮✱ ❛❧s♦

pj ´ pj´1 “ 0

❢♦r ❛❧❧ t❤❡s❡ j✳ ❇✉t t❤❡♥✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ pj ´ pj´1 ❝❛♥ ❜❡ r❡✲
♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡❝t♦rs ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ✐♥ ✭✷✹✮ ✇✐t❤♦✉t
✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ ✭✷✷✮ ❛♥❞ ✭✷✸✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ 0 ✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥③❡r♦

1

µj`1

ppj`1 ´ pjq,

✇❤❛t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t 0 ✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs
nKpqj`1q✳ ❇✉t t❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ✐s s✉❜s❡t ♦❢

convtnKpq1q, ..., nKpqmqu.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ✭✷✺✮✳
▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ T ✐s s♠♦♦t❤✳ ❚❤❡♥✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s

pj`1 ´ pj ‰ 0 @j P t1, ...,mu ✭✷✻✮

✭❝❢✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✸✮✳ ■t ✐s

pp2 ´ p1q ` ... ` ppm ´ pm´1q ` pp1 ´ pmq “ 0.

❋♦r

sj :“
1

m
@j P t1, ...,mu,

✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡

s1pp2 ´ p1q ` ... ` sm´1ppm ´ pm´1q ` smpp1 ´ pmq “ 0.

❙✐♥❝❡
mÿ

j“1

sj “ 1 ❛♥❞ sj ‰ 0 @j P t1, ...,mu,



✷✷ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t 0 ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢

convtp2 ´ p1, ..., pm ´ pm´1, p1 ´ pmu.

❇✉t t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜②

p2 ´ p1, ..., pm ´ pm´1, p1 ´ pm ✭✷✼✮

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ✭✷✶✮ ❛♥❞ ✭✷✻✮✱ ❛❧s♦ Ũ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ R
n✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱

t❤❡♥ Ũ ✐s t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ✭✷✼✮
❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❤❛s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❧❡ss ♦r ❡q✉❛❧ t❤❛♥ m ´ 1✳

❚❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ T ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛t❡♠❡♥t ❢♦❧❧♦✇s ❜② r❡✲
❢❡rr✐♥❣ t♦ ❊①❛♠♣❧❡ ❈✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② nKpq1q, nKpq2q, nKpq3q
✐s ♥♦t ❛ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ R

2✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦❡r s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧♦s❡❞
✇❡❛❦ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇✕❤❛✈✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ ❚❤❡✲
♦r❡♠ ✶✶✕t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ t❤❡ str✐❝t ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ T ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛t❡♠❡♥t
❜② r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❊①❛♠♣❧❡ ❉✕❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ✜rst st❛t❡♠❡♥t ❜② r❡❢❡rr✐♥❣ t♦
❊①❛♠♣❧❡ ❊ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❡①❛♠♣❧❡s✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✽ ▲❡t K,T Ă R
n ❜❡ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s✳ ▲❡t q “ pq1, ..., qmq ❜❡ ❛

❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ H1, ..., Hm ❛♥❞ ❧❡t U
❜❡ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ R

n ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❡r ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs
nKpq1q, ..., nKpqmq ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ H1, ..., Hm✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② H`

1
, ..., H`

m

t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡s ♦❢ R
n ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② H1, ..., Hm ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥ K✳

❋✉rt❤❡r✱ ❧❡t W ❜❡ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t♦ U ✐♥ R
n✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

Hj “ pHj X Uq ‘ W ❛♥❞ H`
j “ pH`

j X Uq ‘ W

❢♦r ❛❧❧ j P t1, ...,mu ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❛t

mč

j“1

`
H`

j X U
˘
✐s ♥❡❛r❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ U,

mč

j“1

H`
j ✐s ♥❡❛r❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ R

n.

■❢ T ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s♠♦♦t❤✱ t❤❡♥ U ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ s♣❛♥♥❡❞
❜② nKpq1q, ..., nKpqmq ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

mč

j“1

`
H`

j X U
˘
✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ U,

mč

j“1

H`
j ✐s ♥❡❛r❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ R

n.

Pr♦♦❢ ❙✐♥❝❡ U ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ R
n ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ nKpq1q, ..., nKpqmq✱ ✇❡ ❝❛♥

✇r✐t❡
Hj “ pHj X Uq ‘ W ❛♥❞ H`

j “
`
H`

j X U
˘

‘ W. ✭✷✽✮

▲❡t Ũ ❜❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② nKpq1q, ..., nKpqmq✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✼✱
✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

0 P convtnKpq1q, ..., nKpqmqu. ✭✷✾✮

◆♦✇✱ 0 ❡✐t❤❡r ✐s ❛♥ ✐♥t❡r✐♦r ♣♦✐♥t ♦r ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ♣♦✐♥t ✭❜♦t❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
U✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ✐♥ ✭✷✾✮✳



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✷✸

■❢ 0 ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ♣♦✐♥t ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ U✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ✐♥ ✭✷✾✮✱ t❤❡♥

Ũ ✐s s✉❜s❡t ♦❢ ❛ Ũ ✲s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡ H
Ũ

♦❢ U ✇❤✐❧❡

BH
Ũ

X Ũ

❝♦♥t❛✐♥s ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs

tnKpqi1q, ..., nKpqikqu Ď tnKpq1q, ..., nKpqmqu, k ď m,

✇✐t❤ 0 ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢

convtnKpqi1q, ..., nKpqikqu Ď BH
Ũ

X Ũ .

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Hi1 , ..., Hik t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ K✲s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s t❤r♦✉❣❤
qi1 , ..., qik ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ nKpqi1q, ..., nKpqikq✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

kč

l“1

`
H`

il
X U

˘
✭✸✵✮

✐♥t❡rs❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❝t♦rs nKpqi1q, ..., nKpqikq
✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ BH

Ũ
✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜② I✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

kč

l“1

`
H`

il
X U

˘
“ I ‘ IKU ,

✇❤❡r❡ ❜② IKU ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥ U t♦ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♠✐♥✲
✐♠❛❧ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ U ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ I✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ I ✐♥ BH

Ũ

✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ♥❡❛r❧② ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ I ‘ IKU ✐♥ U ✿ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss
♦❢ I ✐♥ BH

Ũ
✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s G ❛♥❞ G` c✱ c P BH

Ũ
✱ ✐♥ BH

Ũ

s✉❝❤ t❤❛t I ❧✐❡s ✐♥✲❜❡t✇❡❡♥✳ ❚❤❡♥✱ I ‘ IKU ❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s

G ‘ IKU ❛♥❞ pG ` cq ‘ IKU ✐♥ U, ✭✸✶✮

✐✳❡✳✱ ✐t ✐s ♥❡❛r❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ U ✳ ❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ ✭✷✽✮✱

kč

l“1

H`
il

“
kč

l“1

``
H`

il
X U

˘
‘ W

˘
“
˜

kč

l“1

`
H`

il
X U

˘
¸

‘ W

❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s

`
G ‘ IKU

˘
‘ W ❛♥❞

`
pG ` cq ‘ IKU

˘
‘ W ✐♥ R

n, ✭✸✷✮

✐✳❡✳✱ ✐t ✐s ♥❡❛r❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ R
n✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

mč

j“1

`
H`

j X U
˘

Ď
kč

l“1

`
H`

il
X U

˘



✷✹ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ✐♥ ✭✸✶✮ ❛♥❞

mč

j“1

H`
j “

mč

j“1

``
H`

j X U
˘

‘ W
˘

“
˜

mč

j“1

`
H`

j X U
˘
¸

‘ W

Ď
kč

l“1

H`
il

“
˜

kč

l“1

`
H`

il
X U

˘
¸

‘ W

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ✐♥ ✭✸✷✮✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡② ❛r❡ ♥❡❛r❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ U ❛♥❞
R
n✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
■❢ 0 ✐s ❛♥ ✐♥t❡r✐♦r ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ✐♥ ✭✷✾✮✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ Ũ ❝♦✐♥❝✐❞❡s

✇✐t❤ U✕❛♥❞ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✼ t❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ T ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡
s♠♦♦t❤✕✱ t❤❡♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

mč

j“1

`
H`

j X U
˘

✭✸✸✮

✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ U ✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s H
❛♥❞ H ` d✱ d P U ✱ ✐♥ U s✉❝❤ t❤❛t ✭✸✸✮ ❧✐❡s ✐♥✲❜❡t✇❡❡♥✳ ❲✐t❤ ✭✷✽✮✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t

mč

j“1

H`
j “

mč

j“1

``
H`

j X U
˘

‘ W
˘

“
˜

mč

j“1

`
H`

j X U
˘
¸

‘ W

❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s

H ‘ W ❛♥❞ pH ` dq ‘ W ✐♥ R
n

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s ♥❡❛r❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ R
n✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✾ ▲❡t K,T Ă R
n ❜❡ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s✳ ▲❡t q “ pq1, ..., qmq ❜❡ ❛

❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤ ❝❧♦s❡❞ ❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②
p “ pp1, ..., pmq✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡

q P F pKq ❛♥❞ p P F pT q.

Pr♦♦❢ ▲❡tH1, ..., Hm ❜❡ t❤❡K✲s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s t❤r♦✉❣❤ q1, ..., qm ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❛♥❞ ❧❡t H`

1
, ..., H`

m t❤❡
❝❧♦s❡❞ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡s ♦❢ R

n ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ K ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② H1, ..., Hm✳
❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✽✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

H`
1

X ... X H`
m



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✷✺

✐s ♥❡❛r❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ R
n✳ ❚❤❡♥✱ ❢r♦♠ ❬✶✼✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✭✐✐✮❪ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

tq1, ..., qmu P F pKq,

✐✳❡✳✱ q P F pKq✳
❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢❛❝t♦rs

λ1, ..., λm ą 0 ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ ą 0 ❞✉❡ t♦ ❋♦♦t♥♦t❡ ✶✮ ❛♥❞ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs

nT pp1q, ..., nT ppmq ✐♥ NT pp1q, ..., NT ppmq

s✉❝❤ t❤❛t

qj`1 ´ qj “ λjnT ppjq @j P t1, ...,mu.

❙✐♥❝❡ q ✐s ❝❧♦s❡❞✱ ✇❡ ❥✉st✐❢②

0 P convtnT pp1q, ..., nT ppmqu ✭✸✹✮

✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✼✳ ▲❡t U 1 ❜❡ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧
❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ R

n ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ nT pp1q, ..., nT ppmq✳ ❚❤❡♥✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✽✱ ✭✸✹✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

H 1`
1

X ... X H 1`
m ✭✸✺✮

✐s ♥❡❛r❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ R
n✱ ✇❤❡r❡ H 1`

1
, ..., H 1`

m ❛r❡ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡s ♦❢ R
n

❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ T ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②H 1
1, ..., H

1
m ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ T ✲s✉♣♣♦rt✐♥❣

❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ♦❢ R
n t❤r♦✉❣❤ p1, ..., pm ♥♦r♠❛❧ t♦ nT pp1q, ..., nT ppmq✳ ❇② ❬✶✼✱

▲❡♠♠❛ ✷✳✶✭✐✐✮❪✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡❛r❧② ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ ✭✸✺✮ t❤❛t

tp1, ..., pmu P F pT q,

✐✳❡✳✱ p P F pT q✳

❚❤❡ ✜rst st❛t❡♠❡♥t ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✾✱ ✐✳❡✳✱ q P F pKq✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐s ♥♦t
tr✉❡ ✇❤❡♥ q ✐s ❥✉st ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞
tr❛❥❡❝t♦r② ❛♥❞ T ✐s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
❊①❛♠♣❧❡ ❊ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✶✵ ▲❡t K,T Ă R
n ❜❡ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s✳ ▲❡t q “ pq1, ..., qmq ❜❡ ❛

❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ H1, ..., Hm ❛♥❞ ❧❡t
U ❜❡ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ R

n ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❡r ✉♥✐t
✈❡❝t♦rs nKpq1q, ..., nKpqmq ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ H1, ..., Hm✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛
s❡❧❡❝t✐♦♥

ti1, ..., idimU`1u Ď t1, ...,mu ✭✸✻✮

s✉❝❤ t❤❛t

tqi1 , ..., qidimU`1
u P F pKq.



✷✻ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

Pr♦♦❢ ❋♦r m “ dimU `1✱ ✇❡ ❝❛♥ ❥✉st ❛♣♣❧② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✾ ❛♥❞ ♥♦t❤✐♥❣ ♠♦r❡
✐s t♦ ♣r♦✈❡✳ ■❢ dimU “ n✱ ✐✳❡✳✱ U “ R

n✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❧❛✐♠ ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✾ ❛♥❞ ❬✶✼✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✭✐✮❪ ✭❝❢✳ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❜❡❧♦✇ t❤✐s
▲❡♠♠❛✮✳

▲❡t

dimU ď mintn ´ 1,m ´ 2u.
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✽ ✐♠♣❧✐❡s✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

Hj “ pHj X Uq ‘ W ❛♥❞ H`
j “ pH`

j X Uq ‘ W

❢♦r ❛❧❧ j P t1, ...,mu✱ ✇❤❡r❡ W ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t♦ U ✐♥ R
n

❛♥❞ H`
1
, ..., H`

m ❛r❡ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡s ♦❢ R
n ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ K ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡

❜♦✉♥❞❡❞ ❜② H1, ..., Hm✱ ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❛t

mč

j“1

`
H`

j X U
˘

✐s ♥❡❛r❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ U ✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❜②❬✶✼✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✭✐✐✮❪ t❤❛t

πU pqq P F

˜
mč

j“1

`
H`

j X U
˘
¸

,

✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② πU t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ U ✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ❬✶✼✱ ▲❡♠♠❛
✷✳✶✭✐✮❪✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥

ti1, ..., idimU`1u Ă t1, ...,mu

s✉❝❤ t❤❛t
 
πU pqi1q, ..., πU pqidimU`1

q
(

P F

˜
mč

j“1

`
H`

j X U
˘
¸

.

❘❡❢❡rr✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t♦ ❬✶✼✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✭✐✐✮❪✱ t❤❡r❡ ❛r❡
Şm

j“1

`
H`

j X U
˘
✲s✉♣♣♦rt✐♥❣

❤②♣❡r♣❧❛♥❡s✻

H̃1, ..., H̃dimU`1

✐♥ U t❤r♦✉❣❤

πU pqi1q, ..., πU pqidimU`1
q

s✉❝❤ t❤❛t
dimU`1č

j“1

H̃`
j

✐s ♥❡❛r❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ U ✇✐t❤

mč

j“1

`
H`

j X U
˘

Ď
dimU`1č

j“1

H̃`
j ,



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✷✼

πU pq1 “ qi1 q

πU pq2 “ qi2 q

πU pq3 “ qi3 q

πU pq4q

H1 X U “ H̃1

H2 X U “ H̃2

H3 X U

H4 X U

H̃3

πU pKq

❋✐❣✳ ✻ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ tπU pqi1 q, πU pqi2 q, πU pqi3 qu ♦✉t ♦❢

tπU pq1q, πU pq2q, πU pq3q, πU pq4qu ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
Şm

j“1

´
H`

j X U
¯
✲s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤②✲

♣❡r♣❧❛♥❡s H̃1, H̃2, H̃3 ✐♥ U s✉❝❤ t❤❛t
Ş

3

j“1
H̃`

j ✐s ♥❡❛r❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ U ✳

✇❤❡r❡ H̃`
j ✐s t❤❡ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② H̃j ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ πU pKq ❢♦r ❛❧❧ j P

t1, ..., dimU ` 1u ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

dimU`1č

j“1

´
H̃`

j ‘ W
¯

✐s ♥❡❛r❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ R
n ✇✐t❤

K Ď
mč

j“1

H`
j Ď

dimU`1č

j“1

´
H̃`

j ‘ W
¯

❛♥❞
qij P H̃j ‘ W @j P t1, ..., dimU ` 1u.

❇② ✉s✐♥❣ ❬✶✼✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✭✐✐✮❪✱ t❤✐s ②✐❡❧❞s

tqi1 , ..., qidimU`1
u P F pKq.

❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✶✵✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐s ♥♦t tr✉❡
✇❤❡♥ r❡q✉✐r✐♥❣ q ❥✉st t♦ ❜❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ ✐♥ F pKq ✭❛♥❞ ♥♦t ❛ ❝❧♦s❡❞
pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✮✳ ■♥ ❬✶✼❪✱ ✇❡ ❣❛✈❡ ❛ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r
T ❡q✉❛❧s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ✉♥✐t ❜❛❧❧ ✐♥ R

n✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ st❛t❡✴♣r♦✈❡ t❤❡ ✉♣❝♦♠✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✶✷✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❢♦r ❛

❝♦♥✈❡① ❜♦❞② K Ă R
n✱ t❤❡ s❡t F cp

n`1
pKq ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s

q “ pq1, ..., qmq P F pKq
✻ ■t ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ H̃j “ Hij X U ✳ ❋✉rt❤❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❞✉❡ t♦ t❤✐s s♣❡❝✐❛❧

s✐t✉❛t✐♦♥ ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❛♥ ❡✈❡♥ ✜♥❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ti1, ..., idimU`1u ✭❛♥❞
❡✈❡♥ ✐❢ t❤❛t ✇❡r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ✐♠♣❡❞❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t✮✳



✷✽ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

✇✐t❤ m ď n ` 1✳
▲❡t pM,dq ❜❡ ❛ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ❛♥❞ P pMq t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♥♦♥❡♠♣t② ❝♦♠♣❛❝t

s✉❜s❡ts ♦❢ M ✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t P pMq ✐s ❛ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❍❛✉s✲
❞♦r✛ ♠❡tr✐❝ dH ✇❤✐❝❤ ❢♦r X,Y P P pMq ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

dHpX,Y q “ max

"
sup
xPX

inf
yPY

dpx, yq, sup
yPY

inf
xPX

dpx, yq
*
.

❋♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✶✶✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② CpRnq t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥✈❡①
❜♦❞✐❡s ❛♥❞ ❜② cppRnq t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s ✐♥ R

n✳ ❋♦r K P
CpRnq✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r pF pKq, dHq ❛♥❞ pF cp

n`1
pKq, dHq ❛s ✇❡❧❧ ❛s pcppRnq, dHq

❛s ♠❡tr✐❝ s✉❜s♣❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ pP pRnq, dHq ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞
❜② t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡ pRn, | ¨ |q✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✶✶ ✭✐✮ ■❢ K,L P CpRnq ✇✐t❤ K Ď L✱ t❤❡♥

F pLq Ď F pKq ❛♥❞ F
cp
n`1

pLq Ď F
cp
n`1

pKq.

✭✐✐✮ ■❢ K P CpRnq ❛♥❞ c ą 0✱ t❤❡♥

F pcKq “ cF pKq ❛♥❞ F
cp
n`1

pcKq “ cF
cp
n`1

pKq.

✭✐✐✐✮ ■❢ S, T P CpRnq ✇✐t❤ S Ď T ❛♥❞ q P cppRnq✱ t❤❡♥

ℓSpqq ď ℓT pqq.

✭✐✈✮ ■❢ T P CpRnq✱ q P cppRnq ❛♥❞ c ą 0✱ t❤❡♥

ℓT pcqq “ ℓcT pqq “ cℓT pqq.

✭✈✮ ■❢ T P CpRnq✱ t❤❡♥

ℓT : pcppRnq, dHq Ñ pRě0, | ¨ |q

✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳
✭✈✐✮ ■❢ q P cppRnq✱ t❤❡♥

Γq : pCpRnq, dHq Ñ pRě0, | ¨ |q, ΓqpCq “ ℓCpqq,

✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳

Pr♦♦❢ ✭✐✮ ■❢ F P F pLq✱ t❤❡♥ F ❝❛♥♥♦t ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ L̊✳ ❲✐t❤ K Ď L✱ F
❛❧s♦ ❝❛♥♥♦t ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ K̊✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ F P F pKq✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s

F pLq Ď F pKq.

❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ♦♥❡ ❛r❣✉❡s

F
cp
n`1

pLq Ď F
cp
n`1

pKq.



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✷✾

✭✐✐✮ ■❢ F P F pcKq✱ t❤❡♥ F ❝❛♥♥♦t ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ cK̊✳ ❙❝❛❧✐♥❣ F ❛♥❞ K ❜②
t❤❡ ❢❛❝t♦r 1

c
✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t 1

c
F ❝❛♥♥♦t ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ K̊✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

1

c
F P F pKq,

❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② F P cF pKq✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t F P cF pKq
✐♠♣❧✐❡s F P F pcKq✳ ❚❤✐s ✜♥❛❧❧② ✐♠♣❧✐❡s

F pcKq “ cF pKq.

❆♥❛❧♦❣♦✉s❧② ♦♥❡ ❛r❣✉❡s

F
cp
n`1

pcKq “ cF
cp
n`1

pKq.

✭✐✐✐✮ ❲✐t❤ S Ď T ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ T ˝ Ď S˝✳ ❯s✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t♦♥ ✷✸✭✐✐✮✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s

µS˝ pxq ď µT ˝ pxq @x P R
n.

❚❤✐s ❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣❧✐❡s
ℓSpqq ď ℓT pqq.

✭✐✈✮ ❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✸✭✐✐✐✮✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s

µT ˝ pcxq “ µpcT q˝ pxq “ cµT ˝ pxq @x P R
n.

❚❤✐s ❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣❧✐❡s

ℓT pcqq “ ℓcT pqq “ cℓT pqq.

✭✈✮ ■t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t

µT ˝ : pRn, | ¨ |q Ñ pRě0, | ¨ |q

✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❇✉t t❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✸✭✐✈✮✳
✭✈✐✮ ▲❡t pTjqjPN ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ CpRnq dH ✲❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ T P CpRnq✳ ❚❤✐s

♠❡❛♥s ❢♦r ❛❧❧ ε ą 0 t❤❛t t❤❡r❡ ✐s j0 “ j0pεq P N ✇✐t❤

p1 ´ εqT Ď Tj Ď p1 ` εqT ✭✸✼✮

❢♦r ❛❧❧ j ě j0✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡

pΓqpTjqqjPN “ pℓTj
pqqqjPN.

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✭✸✼✮ ❛♥❞ ✭✐✈✮✫✭✈✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ε ą 0 ❛♥❞ ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤ j0 P N

p1 ´ εqℓT pqq “ ℓp1´εqT pqq ď ℓTj
pqq ď ℓp1`εqT pqq “ p1 ` εqℓT pqq

❢♦r ❛❧❧ j ě j0✳ ❋♦r ε Ñ 0✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

pℓTj
pqqqjPN ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ΓqpT q “ ℓT pqq.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ Γq ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳



✸✵ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

❋♦r t❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Mn`1pK,T q t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲
▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇✐t❤ ❛t ♠♦st n ` 1 ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✶✷ ▲❡t K,T Ă R
n ❜❡ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s✱ ✇❤❡r❡ T ✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛s✲

s✉♠❡❞ t♦ ❜❡ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①✳ ❚❤❡♥✱ ❡✈❡r② ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐
❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ❛♥ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ F cp

n`1
pKq✱ ❛♥❞✱ ❝♦♥✈❡rs❡❧②✱

❡✈❡r② ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ F cp
n`1

pKq ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛♥
ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✳

❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❤❛s

min
qPF cp

n`1
pKq

ℓT pqq “ min
qPMn`1pK,T q

ℓT pqq. ✭✸✽✮

❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ❚❤❡♦r❡♠ ✸✶✷ ✐s ❛♥ ❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧t✿ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐t ❣✉❛r✲
❛♥t❡❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ F cp

n`1
pKq✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡✱

✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ str✐❝t ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ T ✱ ✐t ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❬✷✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷❪✱ ✇❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♣r♦✈❡ t❤❛t ✭✸✽✮ ❤♦❧❞s ✇✐t❤✲
♦✉t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ str✐❝t ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ T ✳

Pr♦♦❢ ✭Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✶✷✮ ■t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ♣♦✐♥ts✿

✭✐✮ ❊✈❡r② ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ❡✐t❤❡r ✐♥ F
cp
n`1

pKq ♦r
t❤❡r❡ ✐s ❛ str✐❝t❧② ℓT ✲s❤♦rt❡r ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ ✐♥ F

cp
n`1

pKq✳
✭✐✐✮ ❊✈❡r② ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ F cp

n`1
pKq ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡

❛ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❝❥❡❝t♦r②✳

❆❞ ✭✐✮✿ ▲❡t q “ pq1, ..., qmq ❜❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✳
❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✾✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ q P F pKq✳ ❋♦r m ď n ` 1✱ ✇❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡
q P F

cp
n`1

pKq✳ ■❢ m ą n ` 1✱ t❤❡♥✱ ❜② ❬✶✼✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✭✐✮❪✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥

ti1, ..., in`1u Ă t1, ...,mu ✇✐t❤ i1 ă ... ă in`1

s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡

pqi1 , ..., qin`1
q

✐s ✐♥ F
cp
n`1

pKq✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✸✭✐✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ℓT ppqi1 , ..., qin`1
qq ă ℓT pqq.

❆❞ ✭✐✐✮✿ ❇② ❧♦♦❦✐♥❣ ♦♥❧② ❛t t❤♦s❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ F cp
n`1

pKq t❤❛t ❧✐❡ ✐♥ ❛♥ n✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❛❧❧ Bn

Rp0q ✐♥ R
n ♦❢ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ r❛❞✐✉s R ą 0 ❛♥❞ ✇❤✐❝❤

❝♦♥t❛✐♥s K✱ ✇❡ ❣❡t ✈✐❛ t❤❡ dH ✲❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ℓT ✭❝❢✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✶✶✭✈✮✮ ❛♥❞ ❛
st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

`
F

cp
n`1

pKq, dH
˘

❛♥❞
´!

Q P pRnqn`1 : Q ❝❛♥♥♦t ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ K̊
)
, || ¨ ||2

¯

❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣

pq1, ..., qmq P F
cp
n`1

pKq ✇✐t❤ pq1, ..., qm, ..., qmq P pRnqn`1



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✸✶

❛♥❞

pq1, ..., qn`1q P pRnqn`1 ✇✐t❤ pq1, ..., qn`1q P F
cp
n`1

pKq

❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

`
F

cp,˚R

n`1
pKq :“

 
q P F

cp
n`1

pKq : q Ă Bn
Rp0q

(
, dH

˘

t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ♠❡tr✐❝ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ pP pRnq, dHq✱ t❤❛t

F
cp
n`1

pKq{ttr❛♥s❧❛t✐♦♥su

♣♦ss❡ss❡s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ℓT ✲❧❡♥❣t❤✱ s❛② ∆min✳

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛♥s❧❛t❡ ∆1
min

♦❢ ∆min ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲
▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❝❥❡❝♦r②✳

■♥❞❡❡❞✱ ∆min ❛s ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ F cp
n`1

pKq ❝❛♥♥♦t ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ K̊✳ ❚❤✉s✱
✇✐t❤ ❬✶✼✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✭✐✐✮❪ ❛♥❞ t❤❡ ℓT ✲♠✐♥✐♠❛❧✐t② ♦❢ ∆min✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛♥s❧❛t❡
∆1

min
♦❢ ∆min ❣✐✈❡♥ ❜② ✈❡rt✐❝❡s q1

1, ..., q
1
m P BK✱ m ď n ` 1✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡

K✲s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s H1, ..., Hm t❤r♦✉❣❤ q1
1, ..., q

1
m s✉❝❤ t❤❛t

H`
1

X ... X H`
m

✐s ♥❡❛r❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ R
n✱ ✇❤❡r❡ H`

1
, ..., H`

m ❛r❡ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡s ♦❢ R
n

❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ K ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② H1, ..., Hm✳ ▲❡t pq1
j´1

, q1
j , q

1
j`1

q ❜❡ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ∆1

min
✳ ■❢ t❤✐s ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ s❡❣♠❡♥t ✐s

♥♦t ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ✇❡❛❦ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Hj ✱
♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t q1

j ✐s ♥♦t ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣

Σjpq1˚
j q “ µT ˝ pq1˚

j ´ q1
j´1q ` µT ˝ pq1

j`1 ´ q1˚
j q

♦✈❡r ❛❧❧ q1˚
j P Hj ✱ t❤❡♥ ✇❡ ✜♥❞ ❛ q̃j P Hj ✱ q̃j ‰ q1

j ✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ℓT ✲❧❡♥❣t❤
♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ s❡❣♠❡♥t pq1

j´1
, q̃j , q

1
j`1

q ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ℓT ✲❧❡♥❣t❤ ♦❢
t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ s❡❣♠❡♥t pq1

j´1
, q1

j , q
1
j`1

q✳ ❲❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡
s❡❣♠❡♥t pq1

j´1
, q1

j , q
1
j`1

q ✇✐t❤✐♥∆1
min

❜② pq1
j´1

, q̃j , q
1
j`1

q✳ ❇② ❬✶✼✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✭✐✐✮❪✱
t❤❡ ♥❡✇ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡

∆̃1
min “ pq1

1, ..., q
1
j´1, q̃j , q

1
j`1, ..., q

1
mq

st✐❧❧ ❝❛♥♥♦t ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ K̊✱ ✇❤✐❧❡

ℓT p∆̃1
minq ă ℓT p∆1

minq.

❇✉t t❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ℓT ✲♠✐♥✐♠❛❧✐t② ♦❢ ∆1
min

✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡✈❡r②
♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ s❡❣♠❡♥t pq1

j´1
, q1

j , q
1
j`1

q ♦❢∆1
min

✐s ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ✇❡❛❦ ▼✐♥❦♦✇s❦✐
❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✶ ✭T ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥✲
✈❡①✮✱ ∆1

min
✐s ❛♥ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✳



✸✷ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

✹ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✸

❋♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✸✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❬✶✼✱
▲❡♠♠❛ ✸✳✷❪✳

▲❡♠♠❛ ✹✶ ▲❡t K Ă R
n ❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞② ❛♥❞ tq1, ..., qmu ❛ s❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r②

♣♦✐♥ts ♦❢ K✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❧❡t U ❜❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② ♦✉t❡r ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧
✈❡❝♦rs

nKpq1q, ..., nKpqmq ✐♥ NKpq1q, ..., NKpqmq.
❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡

NKpqjq X U “ NKpqjq X NU
KXpU`qjqpqjq,

❢♦r ❛❧❧ j P t1, ...,mu✱ ✇❤❡r❡

NU
KXpU`qjqpqjq “ tn P U : xn, y ´ qjy ď 0 ❢♦r ❛❧❧ y P K X pU ` qjqu .

Pr♦♦❢ ❋r♦♠
NU

KXpU`qjqpqjq Ď U

❢♦r ❛❧❧ j P t1, ...,mu ❢♦❧❧♦✇s

NKpqjq X U Ě NKpqjq X NU
KXpU`qjqpqjq

❢♦r ❛❧❧ j P t1, ...,mu✳
▲❡t j P t1, ...,mu ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❤♦s❡♥✳ ▲❡t n ❜❡ ❛ ♥♦♥③❡r♦ ✈❡❝t♦r ✐♥

NKpqjq X U.

❚❤❡♥
n P NKpqjq, ✐✳❡✳✱ xn, x ´ qjy ď 0 @x P K,

❛♥❞ n P U ✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢
K X pU ` qjq Ď K,

t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s

xn, x ´ qjy ď 0 @x P K X pU ` qjq, n P U, n P NKpqjq.

❋r♦♠ t❤❛t✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡

n P NU
KXpU`qjqpqjq ❛♥❞ n P NKpqjq,

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
n P NKXpU`qjqpqjq X NKpqjq.

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
NKpqjq X U Ď NKpqjq X NU

KXpU`qjqpqjq
❢♦r ❛❧❧ j P t1, ...,mu✳

❲❡ ❝♦♠❡ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✸✿



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✸✸

Pr♦♦❢ ✭Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✸✮ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✼✱ U ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ R
n

✇✐t❤

dimU ď m ´ 1 ď n,

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✶✷✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✶✵✱ t❤❡r❡
✐s ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥

ti1, ..., idimU`1u Ď t1, ...,mu
✇✐t❤  

qi1 , ..., qidimU`1

(
P F pKq.

❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡

i1 ă ... ă idimU`1

❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡

q̃ “
`
qi1 , ..., qidimU`1

˘
.

❋♦r

dimU ` 1 ă m,

✐t ❢♦❧❧♦✇s ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✸✭✐✮ ✭r❡q✉✐r❡s str✐❝t ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ T ✮ t❤❛t

ℓT pq̃q ă ℓT pqq.

❇✉t ✇✐t❤ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✶✷✱ t❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ℓT ✲♠✐♥✐♠❛❧✐t② ♦❢ q✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡

dimU “ m ´ 1.

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② H`
1
, ..., H`

m t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡s ♦❢ R
n ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ K ❛♥❞

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② H1, ..., Hm✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✽✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥
✇r✐t❡

Hj “ pHj X Uq ‘ W ❛♥❞ H`
j “

`
H`

j X U
˘

‘ W ✭✸✾✮

❢♦r ❛❧❧ j P t1, ...,mu✱ ✇❤❡r❡ W ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t♦ U ✐♥ R
n✱ ❛♥❞

t❤❛t

mč

j“1

`
H`

j X U
˘
✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ U,

mč

j“1

H`
j ✐s ♥❡❛r❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ R

n.

❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ U ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

nKpqjq P NKpqjq X U @j P t1, ...,mu

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

dim pNKpqjq X Uq ě 1 @j P t1, ...,mu.
▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ i P t1, ...,mu s✉❝❤ t❤❛t

dim pNKpqiq X Uq ą 1.
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❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✹✶✱ ✐✳❡✳✱

NKpqiq X U “ NKpqiq X NU
KXpU`qiqpqiq,

✐t ❢♦❧❧♦✇s

dim
´
NKpqiq X NU

KXpU`qiqpqiq
¯

ą 1,

❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❬✶✼✱ ▲❡♠♠❛ ✸✳✶❪ ✭❢♦r d “ m´1 ❛♥❞ k “ m✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ ✉♥✐t
✈❡❝t♦r

n
pert
i P NKpqiq X NU

KXpU`qiqpqiq ✇✐t❤ n
pert
i ‰ ni ✭✹✵✮

s✉❝❤ t❤❛t

H
pert,`
i,U X

˜
mč

j“1,j‰i

`
H`

j X U
˘
¸

✭✹✶✮

r❡♠❛✐♥s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ U ✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② H
pert,`
i,U t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡ ♦❢

U t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s πU pKq✱ ✇❤❡r❡ πU ✐s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❛❧♦♥❣ W ✮ ♦♥t♦ U ✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② H

pert
i,U ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✐♥

U t❤r♦✉❣❤ πU pqiq t❤❛t ✐s ♥♦r♠❛❧ t♦ n
pert
i ✳ ❙✐♥❝❡ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✸✱ t❤❡ ✇❡❛❦

▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✐♥ qi ✭❝❢✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✶✮ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r s❛t✐s✜❡❞
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡

H
pert
i :“ H

pert
i,U ‘ W,

t❤❡ ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥t qi ❝❛♥ ❜❡ ♠♦✈❡❞ ❛❧♦♥❣

H
pert
i,U ` pqi ´ πU pqiqq Ă H

pert
i ,

s❛② t♦ q˚
i ✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ s❡❣♠❡♥t

pqi´1, qi, qi`1q.

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡

q˚ :“ pq1, ..., qi1 , q˚
i , qi`1, ..., qmq

❛♥❞ ❛r❣✉❡ t❤❛t q˚ P F pKq✿ ❲✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ ✭✹✶✮ ✐♥ U ✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ✇✐t❤

H
pert,`
i :“ H

pert,`
i,U ‘ W ✭✹✷✮

❛♥❞ ✭✸✾✮ t❤❡ ♥❡❛r❧② ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢

H
pert,`
i X

˜
mč

j“1,j‰i

H`
j

¸

✭✹✸✮

✐♥ R
n✳



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✸✺

■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✭✹✶✮ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ U ✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛
❤②♣❡r♣❧❛♥❡ H ✐♥ U s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ H ❛♥❞ H ` d ❢♦r
❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ d P U ✳ ❚❤❡♥ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ✇✐t❤ ✭✸✾✮ ❛♥❞ ✭✹✷✮ t❤❛t

H
pert,`
i X

˜
mč

j“1,j‰i

H`
j

¸

“
´
H

pert,`
i,U ‘ W

¯
X
˜

mč

j“1,j‰i

``
H`

j X U
˘

‘ W
˘
¸

“
˜

H
pert,`
i,U X

˜
mč

j“1,j‰i

`
H`

j X U
˘
¸¸

‘ W

❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s

H ‘ W ❛♥❞ pH ` dq ‘ W.

❙✐♥❝❡Hpert
i ✐s ❛K✲s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ t❤r♦✉❣❤ qi ✭✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡

❢❛❝t t❤❛t ❜② ✭✹✵✮ ✐ts ♦✉t❡r ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r npert
i ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ NKpqiq✮✱

✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t K ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✭✹✸✮✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s
❢r♦♠ t❤❡ ♥❡❛r❧② ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ✭✐♥ R

n✮ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✭✹✸✮ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
❬✶✼✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✭✐✐✮❪ t❤❛t

q˚ P F pKq.

❇② r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✶✷✱ ❢r♦♠

ℓT pq˚q ă ℓT pqq,

✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ℓT ✲♠✐♥✐♠❛❧✐t② ♦❢ q✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✿

dim pNKpqiq X Uq “ 1.

❲❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✸✱ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ T ✐s ❛
♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■t ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✸ ❛♥❞ t❤❡
❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢

mč

j“1

pH`
j X Uq. ✭✹✹✮

❲✐t❤♦✉t t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ T ✱ ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✽✱ ✇❡ ❦♥♦✇ ♦❢ ✭✹✹✮✬s ♥❡❛r❧②
❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss✱ ❜✉t t❤❛t ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉t✐❧✐③❡ ▲❡♠♠❛ ❬✶✼✱ ▲❡♠♠❛
✸✳✶❪✳



✸✻ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

✺ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✹

■♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✹ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✶ ▲❡t K,T Ă R
n ❜❡ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s✳ ▲❡t q “ pq1, ..., qmq ❜❡ ❛

❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❚❤❡♥✱ ´q ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦
p´K,´T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤

ℓT pqq “ ℓ´T p´qq.

Pr♦♦❢ ❙✐♥❝❡ q ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✱ t❤❡r❡ ❛r❡
K✲s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡sH1, ..., Hm t❤r♦✉❣❤ q1, ..., qm s✉❝❤ t❤❛t qj ♠✐♥✐♠✐③❡s
Σjpq˚

j q ♦✈❡r ❛❧❧ q˚
j P Hj ❢♦r ❛❧❧ j P t1, ...,mu✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❡✈❡r② j P t1, ...,mu✿ qj ♠✐♥✐♠✐③❡s

Σpq˚
j q “ µT ˝ pq˚

j ´ qj´1q `µT ˝ pqj`1 ´ q˚
j q “ xq˚

j ´ qj´1, p
˚
j´1y ` xqj`1 ´ q˚

j , p
˚
j y

♦✈❡r ❛❧❧ q˚
j P Hj ✱ ✇❤❡r❡ p

˚
j´1

, p˚
j P BT ✭♣♦ss✐❜❧② ♥♦t ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✮ ❢✉❧✜❧❧

q˚
j ´ qj´1 P NT pp˚

j´1q ❛♥❞ qj`1 ´ q˚
j P NT pp˚

j q.

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢
xq˚

j ´ qj´1, p
˚
j´1y “ x´q˚

j ´ p´qj´1q,´p˚
j´1y

❛♥❞
xqj`1 ´ q˚

j , p
˚
j y “ x´qj`1 ´ p´q˚

j q,´p˚
j y

❛s ✇❡❧❧ ❛s

q˚
j ´ qj´1 P NT pp˚

j´1q ô ´q˚
j ´ p´qj´1q P N´T p´p˚

j´1q

❛♥❞
qj`1 ´ q˚

j P NT pp˚
j q ô ´qj`1 ´ p´q˚

j q P N´T p´p˚
j q,

✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ´qj ♠✐♥✐♠✐③❡s

x´q˚
j ´ p´qj´1q,´p˚

j´1y ` x´qj`1 ´ p´q˚
j q,´p˚

j y

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

Σjp´q˚
j q “ µp´T q˝ p´q˚

j ´ p´qj´1qq ` µp´T q˝ p´qj`1 ´ p´q˚
j qq

♦✈❡r ❛❧❧ ´q˚
j P ´Hj ✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ´q ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ p´K,´T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐

❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✳
❲❡ ✜♥❛❧❧② ❛r❣✉❡ t❤❛t

ℓT pqq “ ℓ´T p´qq :
❲❡ ❤❛✈❡

ℓT pqq “
mÿ

j“1

µT ˝ pqj`1 ´ qjq “ xqj`1 ´ qj , pjy,

✇❤❡r❡ pj P BT ✭♣♦ss✐❜❧② ♥♦t ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✮ ❢✉❧✜❧❧s

qj`1 ´ qj P NT ppjq.



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✸✼

❯s✐♥❣

qj`1 ´ qj P NT ppjq ô ´qj`1 ´ p´qjq P N´T p´pjq,
✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡

ℓT pqq “
mÿ

j“1

xqj`1 ´ qj , pjy “
mÿ

j“1

x´qj`1 ´ p´qjq,´pjy

“
mÿ

j“1

µp´T q˝ p´qj`1 ´ p´qjqq

“ ℓ´T p´qq.

Pr♦♦❢ ✭Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✹✮ ❲❡ ❤❛✈❡

dimV ď m ´ 1,

s✐♥❝❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧m ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ♠❛①✐♠❛❧❧② s♣❛♥ ❛♥ pm´1q✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥❡✴s♣❛❝❡✳
▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡

dimV ă m ´ 1.

❙✐♥❝❡ K X V ✐s t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛✣♥❡ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ K ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ q✱ ✇❡
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜②

q2 ´ q1, ..., qm ´ qm´1, q1 ´ qm ✭✹✺✮

✐s V0✱ ✇❤❡r❡ V0 ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ R
n ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ V ✭dimV0 ă m ´ 1✮✳

■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❛r❣✉❡ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✼✿ ✇❡ s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② ✭✹✺✮ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ R

n✳ ❋♦r
t❤❛t✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t

pq2 ´ q1q ` ... ` pqm ´ qm´1q ` pq1 ´ qmq “ 0

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❛t

s1pq2 ´ q1q ` ... ` sm´1pqm ´ qm´1q ` smpq1 ´ qmq “ 0,

✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞

sj :“
1

m
@j P t1, ...,mu.

❙✐♥❝❡
mÿ

j“1

sj “ 1 ❛♥❞ nj ‰ 0 @j P t1, ...,mu,

✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t 0 ✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜②
t❤❡ ✈❡❝t♦rs ✭✹✺✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ ✐♥ ❢❛❝t ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡
V0 ♦❢ R

n ✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡r❧✐❡s V ✳
▲❡t p “ pp1, ..., pmq ❜❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❝❧♦s❡❞ ❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛✲

❥❡❝t♦r② ♦❢ q ✐♥ T ✭❝❢✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✷✮✳ ❚❤❡♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✸ ✭❛♥❞



✸✽ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ µj ą 0 s✉❝❤ t❤❛t pj ´ pj´1 “ ´µjnKpqjq✱ ✇❤❡r❡ nKpqjq P
NKpqjq✱ ❢♦r ❛❧❧ j P t1, ...,mu✮✱ t❤❡ ♣❛✐r pq, pq ❢✉❧✜❧❧s

#
qj`1 ´ qj “ λjnT ppjq P NT ppjq, λj ą 0,

pj`1 ´ pj “ ´µj`1nKpqj`1q, µj`1 ą 0,
✭✹✻✮

❢♦r ❛❧❧ j P t1, ...,mu✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✺✱ p ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ pT,´Kq✲▼✐♥❦♦✇s❦✐
❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✭✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s t❤❡ str✐❝t ❝♦♥✈❡①✐t② ❛♥❞ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ K✮✳
❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ℓT pqq “ ℓ´Kppq.

❋r♦♠ ✭✹✻✮✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② nT pp1q, ..., nT ppmq
✐s V0✳ ❚❤❡♥✱ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✶✵✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥

ti1, ..., idimV0`1u Ă t1, ...,mu ✇✐t❤ i1 ă ... ă idimV0`1

s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡

p̃ “ ppi1 , ..., pidimV0`1
q

✐s ✐♥ F pT q✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ str✐❝t ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ K ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✸✭✐✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

ℓ´Kpp̃q ă ℓ´Kppq.

❆♣♣❧②✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✶✷✱ t❤❡r❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛♥ ℓ´K✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pT,´Kq✲
▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② p˚ ✇✐t❤

ℓ´Kpp˚q ď ℓ´Kpp̃q.

▲❡t q˚ ❜❡ ✐ts ❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ♦♥ ´K ✇❤✐❝❤ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✹ ❛♥❞ ✸✺
✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ p´K,´T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤

ℓ´T pq˚q “ ℓ´Kpp˚q.

❚❤❡♥✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✶ t❤❛t ´q˚ ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐
❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤

ℓT p´q˚q “ ℓ´T pq˚q “ ℓ´Kpp˚q ď ℓ´Kpp̃q ă ℓ´Kppq “ ℓT pqq.

❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ℓT ✲♠✐♥✐♠❛❧✐t② ♦❢ q✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱

dimV “ m ´ 1.



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✸✾

q1

q2q3

p̃1

p̃2

p̃3

H3H2

H1

p1

p2

K

T

❋✐❣✳ ✼ ❊①❛♠♣❧❡ ❆✿ q “ pq1, q2, q3q ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②
✇❤✐❝❤ ❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ✇❡❛❦ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ K✲s✉♣♣rt✐♥❣
❤②♣❡r♣❧❛♥❡s H1, H2, H3✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t ❛ str♦♥❣ ♦♥❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ p

s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣❛✐r pq, pq ❢✉❧✜❧❧s ✭✷✮✳

✻ ❊①❛♠♣❧❡s

❊①❛♠♣❧❡ ❆✿ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✿ ▲❡t K Ă R
2 ❜❡ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡

✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❡s
p1, 0q, p0, 1q, p´1, 0q

❛♥❞ T Ă R
2 t❤❡ sq✉❛r❡ ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❡s

p1, 1q, p´1, 1q, p´1,´1q, p1,´1q.

▲❡t q “ pq1, q2, q3q ❜❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤

q1 “ p0, 0q, q2 “
ˆ
1

2
,
1

2

˙
, q3 “

ˆ
´1

2
,
1

2

˙
.

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② H1, H2, H3 t❤❡ K✲s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s t❤r♦✉❣❤ q1, q2, q3✳ ❲❡
❝❧❛✐♠ t❤❛t pq1, q2, q3q ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②
❢✉❧✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ✇❡❛❦ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❤②✲
♣❡r♣❧❛♥❡s H1, H2, H3✳ ❊①❡♠♣❧❛r②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✇❡❛❦ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞
r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ s❡❣♠❡♥t ❢r♦♠ q1 ♦✈❡r q2 t♦
q3✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t q2 ♠✐♥✐♠✐③❡s

Σ2pq˚
2 q “ µT ˝ pq˚

2 ´ q1q ` µT ˝ pq3 ´ q˚
2 q

♦✈❡r ❛❧❧ q˚
2

P H2✿ ❲❡ ❤❛✈❡

Σ2pq2q “ xq2 ´ q1, p1y ` xq3 ´ q2, p2y

✇✐t❤ p1 “ p1, 1q ❛♥❞ p2 “ p´1,´1q ✭t❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❛t T

❛❧❧♦✇s t♦ ❝❤♦♦s❡ p1 ❛♥❞ p2 ♦♥ BT s✉❝❤ t❤❛t t❤❡✐r ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❧✐♥❡ ✐s ♦t❤♦❣♦♥❛❧
t♦ H2✮✳ ❙✐♥❝❡

xq2 ´ q˚
2 , p2 ´ p1y “ 0 ❢♦r ❛❧❧ q˚

2 P H2,



✹✵ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❢♦r ❛♥② q˚
2

P H2

Σ2pq2q “ xq2 ´ q1, p1y ` xq3 ´ q2, p2y ` xq2 ´ q˚
2 , p2 ´ p1y

“ xq˚
2 ´ q1, p1y ` xq3 ´ q˚

2 , p2y
“ xq˚

2 ´ q1, p
˚
1 y ` xq3 ´ q˚

2 , p
˚
2 y ` xq˚

2 ´ q1, p1 ´ p˚
1 y ` xq3 ´ q˚

2 , p2 ´ p˚
2 y,

✇❤❡r❡ p˚
1
, p˚

2
P BT ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❢✉❧✜❧❧

q˚
2 ´ q1 P NT pp˚

1 q ❛♥❞ q3 ´ q˚
2 P NT pp˚

2 q

✭❜② t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧② ♥♦t ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢
T ✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s

xq˚
2 ´ q1, p1 ´ p˚

1 y ď 0 ❛♥❞ xq3 ´ q˚
2 , p2 ´ p˚

2 y ď 0

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

Σ2pq2q ď xq˚
2 ´ q1, p

˚
1 y ` xq3 ´ q˚

2 , p
˚
2 y “ µT ˝ pq˚

2 ´ q1q `µT 0pq3 ´ q˚
2 q “ Σ2pq˚

2 q,

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✷✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ q2 ♠✐♥✐♠✐③❡s Σ2pq˚
2

q ♦✈❡r ❛❧❧
q˚
2

P H2✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ s❡❣♠❡♥t ❢r♦♠ q2 ♦✈❡r

q3 t♦ q1✕❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ p2 “ p´1, 1q ❛♥❞ p3 “ p1,´1q✕❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❢r♦♠
q3 ♦✈❡r q1 t♦ q2✕❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ p3 “ p1,´1q ❛♥❞ p1 “ p1, 1q✕❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ✇❡❛❦
▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤✐s
❡①❛♠♣❧❡✿ ❋♦r ❡✈❡r② ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ s❡❣♠❡♥t ♦❢ q ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤r❡❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡
❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ✇❡❛❦ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s s❛t✐s✜❡❞✱ ❜✉t
✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ p1✱ p2 ❛♥❞ p3 ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❞✉❛❧
❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✳

■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ p “ pp̃1, p̃2, p̃3q
✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❡s ♦♥ BT s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣❛✐r pq, pq ❢✉❧✜❧❧s ✭✷✮✳ ■❢ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡
❝❛s❡✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ p̃1, p̃2, p̃3 P BT ✇✐t❤

pp̃2 ´ p̃1q ` pp̃3 ´ p̃2q ` pp̃1 ´ p̃3q “ 0 ✭✹✼✮

❛♥❞✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦✉t❡r ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs nKpq1q, nKpq2q, nKpq3q ❛t
K ♥♦r♠❛❧ t♦ H1, H2, H3 s✉❝❤ t❤❛t

q2 ´ q1 P NT pp̃1q p̃2 ´ p̃1 “ ´µ2nKpq2q
q3 ´ q2 P NT pp̃2q p̃3 ´ p̃2 “ ´µ3nKpq3q ✭✹✽✮

q1 ´ q3 P NT pp̃3q p̃1 ´ p̃3 “ ´µ1nKpq1q

✇❤❡r❡ µ1, µ2, µ3 ě 0✳ ❋r♦♠ p̃1, p̃2, p̃3 P BT t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✹✼✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❝♦❧✉♠♥ ✐♥ ✭✹✽✮✱ ✇❡ t❤❡♥ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡

p̃1 “ p0, 1q, p̃2 “ p´1, 0q, p̃3 “ p0,´1q.

❇✉t t❤✐s ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ✐♥ ✭✹✽✮ ❝❛♥♥♦t
❜❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣❛✐r pq, pq ❞♦❡s ♥♦t ❢✉❧✜❧❧ ✭✷✮✳



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✹✶

❙✉♠♠❛r✐③❡❞✱ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❛t✱ ✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ T t♦ ❜❡ str✐❝t❧②
❝♦♥✈❡①✱ ✐t ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②
✐s ♥♦t ❛ ❝❧♦s❡❞ str♦♥❣ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✳ [\

❊①❛♠♣❧❡ ❇✿ ▲❡t K Ă R
2 ❜❡ t❤❡ sq✉❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s

p1, 0q, p0, 1q, p´1, 0q, p0,´1q

❛♥❞ T Ă R
2 t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s

p1, 1q, p´1, 1q, p´1,´1q, p1,´1q

❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❜❛❧❧s
B2

1 ` p1, 0q ❛♥❞ B2

1 ` p´1, 0q.
❚❤❡♥✱ T ✐s s♠♦♦t❤✱ ❜✉t ♥♦t str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①✳

q1

q2

nKpq2q

ñKpq2q

ñKpq1q
nKpq1q

p1

p2

p̃1

p̃2

nT pp̃1qnT pp1q

nT pp2qnT pp̃2q

T

K

H2

H̃2

❋✐❣✳ ✽ ❊①❛♠♣❧❡ ❇✿ ❚❤❡ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② q ❤❛s p “ pp1, p2q ❛s
✇❡❧❧ ❛s p̃ “ pp̃1, p̃2q ❛s ❝❧♦s❡❞ ❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✐♥ T ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ q2 ♠✐♥✐♠✐③❡s ✭✹✾✮
♦✈❡r ❛❧❧ sq2 P H2 ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦✈❡r ❛❧❧ sq2 P H̃2✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦ t❤❛t

q “ pq1, q2q ✇✐t❤ q1 “ p0,´1q ❛♥❞ q2 “ p0, 1q

✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✿ ✭✷✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❛✐r
pq, pq ❢♦r

p “ pp1, p2q ✇✐t❤ p1 “ q1 ❛♥❞ p2 “ q2

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦✉t❡r ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs

nKpq1q “ nT pp1q “ p0,´1q, nKpq2q “ nT pp2q “ p0, 1q.

❙✐♥❝❡ ❡✈❡r② ❝❧♦s❡❞ ✭str♦♥❣✮ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ❛❧s♦ ❛ ✇❡❛❦ ♦♥❡
✭❝❢✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✶✮✱ q2 ♠✐♥✐♠✐③❡s

µT ˝ psq2 ´ q1q ` µT ˝ pq1 ´ sq2q ✭✹✾✮



✹✷ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

♦✈❡r ❛❧❧ sq2 P H2✱ ✇❤❡r❡ H2 ✐s t❤❡ K✲s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡ t❤r♦✉❣❤ q2✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✭✷✮ ✐s ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❛✐r pq, p̃q ❢♦r

p̃ “ pp̃1, p̃2q ✇✐t❤ p̃1 “ p1,´1q ❛♥❞ p̃2 “ p´1, 1q

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦✉t❡r ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs

ñKpq1q “
ˆ

1?
2
,´ 1?

2

˙
, ñKpq2q “

ˆ
´ 1?

2
,
1?
2

˙
,

nT pp̃1q “ nT pp1q, ñT pp2q “ nT pp2q.
❚❤❡♥✱ ❛❣❛✐♥ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✶✱ q2 ♠✐♥✐♠✐③❡s ✭✹✾✮ ♦✈❡r ❛❧❧ sq2 P H̃2✱ ✇❤❡r❡

H̃2 ✐s t❤❡ K✲s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❧✐♥❡ t❤r♦✉❣❤ q2 ✇✐t❤ s❧♦♣❡ 1✳
❙✉♠♠❛r✐③❡❞✱ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❛t✱ ✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ T t♦ ❜❡ str✐❝t❧②

❝♦♥✈❡①✱ ✐t ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ❛ ❝❧♦s❡❞
pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
✐t s❤♦✇s t❤❛t✱ ✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ T t♦ ❜❡ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①✱ ✐t ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t
t❤❡ K✲s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈✐❛ t❤❡ ✇❡❛❦ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞
r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ t♦ ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ❛r❡ ♥♦t
✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ [\

❊①❛♠♣❧❡ ❈✿ ▲❡t K Ă R
2 ❜❡ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s

p1, 0q, p´1, 2q, p´1,´2q

❛♥❞ T t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❜❛❧❧s

B2

1 `
ˆ

´1

2
, 0

˙
❛♥❞ B2

1 `
ˆ
1

2
, 0

˙
.

❚❤❡♥✱ T ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①✱ ❜✉t ♥♦t s♠♦♦t❤✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦ t❤❛t

q “ pq1, q2, q3q ✇✐t❤ q1 “ p´1,´2q, q2 “ p´1, 2q ❛♥❞ q3 “ p1, 0q

✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✿ ✭✷✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❛✐r
pq, pq ❢♦r

p “ pp1, p2, p3q ✇✐t❤ p1 “ p0, xq ❛♥❞ p2 “ p3 “ p0,´xq

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦✉t❡r ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs

nKpq1q “ p0,´1q, nKpq2q “ p0, 1q, nKpq3q “ p1, 0q,

nT pp1q “ p0, 1q, nT pp2q “
ˆ

1?
2
,´ 1?

2

˙
, nT pp3q “

ˆ
´ 1?

2
,´ 1?

2

˙
.

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✭✷✮ ✐s ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡❞ ✇❤❡♥ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ nKpq3q “ p1, 0q
❜② ❛♥② ♦t❤❡r ♦✉t❡r ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡ NKpq3q✳

❙✉♠♠❛r✐③❡❞✱ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❛t✱ ✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ T t♦ ❜❡ s♠♦♦t❤✱
✐t ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝❧♦s❡❞
pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ♥♦t ❛ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✹✸

q1

nKpq1q

q2

nKpq2q

q3
nKpq3q

NKpq3q

p1

nT pp1q

p2 “ p3

nT pp3q nT pp2q

K

T

❋✐❣✳ ✾ ❊①❛♠♣❧❡ ❈✿ q “ pq1, q2, q3q ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ♥♦
♠❛tt❡r ✇❤✐❝❤ ♦✉t❡r ♥♦r♠❛❧ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ✐♥ q3 ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❛t pq, pq ❢✉❧✜❧❧s ✭✷✮✳
❚❤❡ ✈❡rt✐❝❡s p2, p3 ♦❢ q✬s ❝❧♦s❡❞ ❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② p ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ s♣❛♥♥❡❞
❜② nKpq1q, nKpq2q, nKpq3q ❞♦❡s ♥♦t s♣❛♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ R

2✳

❋♦♦t♥♦t❡ ✶✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ T t♦ ❜❡ s♠♦♦t❤✱ ✐t ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥
t❤❛t t❤❡ K✲s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈✐❛ t❤❡ ✇❡❛❦ ▼✐♥❦♦✇s❦✐
❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ t♦ ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②
❛r❡ ♥♦t ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❛t✱ ✇✐t❤♦✉t
r❡q✉✐r✐♥❣ T t♦ ❜❡ s♠♦♦t❤✱ ✐t ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡
♦✉t❡r ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✈✐❛ t❤❡ ✇❡❛❦
▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ t♦ ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞
tr❛❥❡❝t♦r② ❞♦❡s ♥♦t ✐s t❤❡ ✇❤♦❧❡ R

n✳
❊①❛♠♣❧❡ ❉✿ ▲❡t K Ă R

2 ❜❡ t❤❡ sq✉❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s

p1, 1q, p´1, 1q, p´1,´1q, p1,´1q

❛♥❞ T̃ Ă R
2 t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s

p2, 1q, p´2, 1q, p0,´1q.

❇② r♦✉♥❞✐♥❣ ♦✛ t❤❡s❡ ✈❡rt✐❝❡s✱ T̃ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ s♠♦♦t❤❀ ❛❢t❡r t❤❛t ✇❡ ❞❡♥♦t❡
✐t ❜② T ✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❛t q “ pq1, q2, q3q ✇✐t❤

q1 “ p0,´1q, q2 “ p0, 1q, q3 “ p1, 0q

✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✳
■♥❞❡❡❞✱ ❧❡t H1, H2, H3 ❜❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ K✲s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤②♣❡r✲

♣❧❛♥❡s t❤r♦✉❣❤ q1, q2, q3✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t qj ♠✐♥✐♠✐③❡s

Σjpq˚
j q “ µT ˝ pq˚

j ´ qj´1q ` µT ˝ pqj`1 ´ q˚
j q



✹✹ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

q1

q2

q3

p1 p1
1

p2p3

T

K

nKpq2q

nKpq1q

nKpq3q

❋✐❣✳ ✶✵ ❊①❛♠♣❧❡ ❉✿ T Ă R
2 ✐s s♠♦♦t❤ ✭t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ r♦✉♥❞❡❞ ♦✛✮✳ q ✐s ❛

❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜②
nKpq1q, nKpq2q, nKpq3q ✐s ♥♦t ❛ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ R

2✳

♦✈❡r ❛❧❧ q˚
j P Hj ❢♦r ❛❧❧ j P t1, 2, 3u✳ ❲❡ ❤❛✈❡

Σ1pq1q “ xq1 ´ q3, p3y ` xq2 ´ q1, p1y

❢♦r
p1 “ p´1, 1q ❛♥❞ p3 “ p´1, 0q.

❙✐♥❝❡
xq1 ´ q˚

1 , p1 ´ p3y “ 0 ❢♦r ❛❧❧ q˚
1 P H1,

✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❢♦r ❛♥② q˚
1

P H1

Σ1pq1q “ xq1 ´ q3, p3y ` xq2 ´ q1, p1y ` xq1 ´ q˚
1 , p1 ´ p3y

“ xq˚
1 ´ q3, p3y ` xq2 ´ q˚

1 , p1y
“ xq˚

1 ´ q3, p
˚
3 y ` xq2 ´ q˚

1 , p
˚
1 y ` xq˚

1 ´ q3, p3 ´ p˚
3 y ` xq2 ´ q˚

1 , p1 ´ p˚
1 y,

✇❤❡r❡ p˚
1
, p˚

3
P BT ✭♣♦ss✐❜❧② ♥♦t ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✮ ❢✉❧✜❧❧

q˚
1 ´ q3 P NT pp˚

3 q ❛♥❞ q2 ´ q˚
1 P NT pp˚

1 q.

❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ T ✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s

xq˚
1 ´ q3, p3 ´ p˚

3 y ď 0 ❛♥❞ xq2 ´ q˚
1 , p1 ´ p˚

1 y ď 0

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

Σ1pq1q ď xq˚
1 ´ q3, p

˚
3 y ` xq2 ´ q˚

1 , p
˚
1 y “ Σ1pq˚

1 q.

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ q1 ♠✐♥✐♠✐③❡s Σ1pq˚
1

q ♦✈❡r ❛❧❧ q˚
1

P H1✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥
②✐❡❧❞s

Σ2pq2q “ xq2 ´ q1, p
1
1y ` xq3 ´ q2, p2y ď Σ2pq˚

2 q



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✹✺

❢♦r ❛❧❧ q˚
2

P H2✱ ✇❤❡r❡

p1
1 “ p1, 1q ❛♥❞ p2 “ p1, 0q,

❛♥❞ ❛❧s♦

Σ3pq3q “ xq3 ´ q2, p2y ` xq1 ´ q3, p3y ď Σ3pq˚
3 q

❢♦r ❛❧❧ q˚
3

P H3✳
❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦✉t❡r ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs

nKpq1q “ p0,´1q, nKpq2q “ p0, 1q, nKpq3q “ p1, 0q

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ H1, H2, H3 ✐s ♥♦t ❛ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ R
2✳

❙✉♠♠❛r✐③❡❞✱ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❛t✱ ✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ T t♦ ❜❡ str✐❝t❧②
❝♦♥✈❡①✱ ✐t ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ♥♦r♠❛❧
t♦ t❤❡ K✲s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✈✐❛ t❤❡ ✇❡❛❦ ▼✐♥❦♦✇s❦✐
❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ t♦ ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②
❞♦❡s ♥♦t ✐s t❤❡ ✇❤♦❧❡ R

n✳ [\
❊①❛♠♣❧❡ ❊✿ ▲❡t K Ă R

2 ❜❡ t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s

p1,´1q, p4, 2q, p´4, 2q, p´1,´1q

❛♥❞ T Ă R
2 t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s

ˆ
1

2
, 2

˙
,

ˆ
´1

2
, 0

˙
,

ˆ
1

2
,´2

˙
.

q1

q2 q3

K

nKpq3q

nKpq1q

nKpq2q

T

p2

p1
2

p3

p1

nT pp1q

nT pp3q

nT pp1
2

q

nT pp2q

❋✐❣✳ ✶✶ ❊①❛♠♣❧❡ ❊✿ T ✐s ♥♦t str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①✳ q “ pq1, q2, q3q ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐
❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ K✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡①
❤✉❧❧ ♦❢ nKpq1q, nKpq2q, nKpq3q ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳

❚❤❡♥✱ q “ pq1, q2, q3q ✇✐t❤

q1 “ p0,´1q, q2 “ p´2, 0q, q3 “ p2, 0q

✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✳



✹✻ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞K✲s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s t❤r♦✉❣❤
q1, q2, q3 ❜② H1, H2, H3 ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t qj ♠✐♥✐♠✐③❡s

Σjpq˚
j q “ µT ˝ pq˚

j ´ qj´1q ` µT ˝ pqj`1 ´ q˚
j q

♦✈❡r ❛❧❧ q˚
j P Hj ❢♦r ❛❧❧ j P t1, 2, 3u✳ ❲❡ ❤❛✈❡

Σ2pq2q “ xq2 ´ q1, p1y ` xq3 ´ q2, p2y

❢♦r

p1 “ p0, 1q ❛♥❞ p2 “
ˆ
1

2
,
3

2

˙
.

❙✐♥❝❡
xq2 ´ q˚

2 , p2 ´ p1y “ 0 ❢♦r ❛❧❧ q˚
2 P H2,

✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❢♦r ❛♥② q˚
2

P H2 t❤❛t

Σ2pq2q “ xq2 ´ q1, p1y ` xq3 ´ q2, p2y ` xq2 ´ q˚
2 , p2 ´ p1y

“ xq˚
2 ´ q1, p1y ` xq3 ´ q˚

2 , p2y
“ xq˚

2 ´ q1, p
˚
1 y ` xq3 ´ q˚

2 , p
˚
2 y ` xq˚

2 ´ q1, p1 ´ p˚
1 y ` xq3 ´ q˚

2 , p2 ´ p˚
2 y,

✇❤❡r❡ p˚
1
, p˚

2
P BT ✭♣♦ss✐❜❧② ♥♦t ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✮ ❢✉❧✜❧❧

q˚
2 ´ q1 P NT pp˚

1 q ❛♥❞ q3 ´ q˚
2 P NT pp˚

2 q.

❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ T ✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s

xq˚
2 ´ q1, p1 ´ p˚

1 y ď 0 ❛♥❞ xq3 ´ q˚
2 , p2 ´ p˚

2 y ď 0

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

Σ2pq2q ď xq˚
2 ´ q1, p

˚
1 y ` xq3 ´ q˚

2 , p
˚
2 y “ Σ2pq˚

2 q.

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ q2 ♠✐♥✐♠✐③❡s Σ2pq˚
2

q ♦✈❡r ❛❧❧ q˚
2

P H2✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥
②✐❡❧❞s

Σ3pq3q “ xq3 ´ q2, p
1
2y ` xq1 ´ q3, p3y ď Σ3pq˚

3 q
❢♦r ❛❧❧ q˚

3
P H3✱ ✇❤❡r❡

p1
2 “

ˆ
1

2
,´3

2

˙
❛♥❞ p3 “ p0,´1q,

❛♥❞ ❛❧s♦
Σ1pq1q “ xq1 ´ q3, p3y ` xq2 ´ q1, p1y ď Σ1pq˚

1 q
❢♦r ❛❧❧ q˚

1
P H1✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✜rst❧②✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t 0 ✐s ♥♦t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t
♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs nKpq1q, nKpq2q, nKpq3q✱ ❛♥❞✱ s❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❛t q ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞
✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ K❀ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

q `
ˆ
0,

1

2

˙
P K̊.



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✹✼

❙✉♠♠❛r✐③❡❞✱ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❛t✱ ✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ T t♦ ❜❡ str✐❝t❧②
❝♦♥✈❡① ❛♥❞ s♠♦♦t❤✱ ✐t ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r ✉♥✐t
✈❡❝t♦rs ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ K✲s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✈✐❛ t❤❡
✇❡❛❦ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ t♦ ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐
❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t s❤♦✇s t❤❛t ✐♥
t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① T ✱ ✐t ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ pK,T q✲
▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ K✳ [\

❊①❛♠♣❧❡ ❋✿ ▲❡t K Ă R
2 ❜❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s

ˆ
1

2
, 0

˙
, p0, 1q, p´2, 1q, p´2,´1q, p0,´1q

❛♥❞ T̃ Ă R
2 t❤❡ r❤♦♠❜✉s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s

p1, 0q, p0, 1q, p´1, 0q, p0,´1q.

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ❜♦❞② T Ă R
2 s❛t✐s❢②✐♥❣

T̃ Ď T ❛♥❞ p1, 0q, p0, 1q, p´1, 0q, p0,´1q P BT

s✉❝❤ t❤❛t NT pp0, 1qq ❡q✉❛❧s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❝t♦rs p1, 2q ❛♥❞
p´1, 2q ❛♥❞

NT pp0,´1qq “ ´NT pp0, 1qq.

❚❤❡♥✱ T ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①✱ ❜✉t ♥♦t s♠♦♦t❤✳

NKpq2q

NKpq1q

K

p1

p2 “ p3

U
nKpq2q

T

nT pp1q

nT pp2q

NKpq3q

nKpq3q

q1

q2

q3

nT pp3q

NT pp2q “ NT pp3q

NT pp1q

nKpq1q

❋✐❣✳ ✶✷ ❊①❛♠♣❧❡ ❋✿ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ K̃ ❛♥❞ T̃ ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
q “ pq1, q2, q3q ✐s ❛♥ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ✇❤❡r❡
p “ pp1, p2, p3q ✐s ✐ts ❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✐♥ T ✳ ❲❡ ♥❡✐t❤❡r ❤❛✈❡ t❤❛t U ✭t❤❡ ❝♦♥✈❡①
❝♦♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② nKpq1q, nKpq2q, nKpq3q✮ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ R

2 ✇✐t❤ dimU “ 2✱ ♥♦r
t❤❛t dim pNKpqjq X Uq “ 1 ❢♦r ❛❧❧ j P t1, 2, 3u✳



✹✽ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t q “ pq1, q2, q3q ✇✐t❤

q1 “ p0,´1q, q2 “ p0, 1q, q3 “
ˆ
1

2
, 0

˙

✐s ❛♥ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ ✇❡
❞❡♥♦t❡ ❜② U t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦✉t❡r ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs

nKpq1q, nKpq2q, nKpq3q

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ H1, H2, H3✱ t❤❡♥

U “ Rě0 ˆ R

❛♥❞

dim pNKpqjq X Uq ą 1 @j P t1, 2, 3u.
❙♦✱ ❧❡t ✉s ♣r♦✈❡ t❤❛t q ✐s ❛♥ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞

tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❋✐rst✱ q ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣
t❤❛t p “ pp1, p2, p3q ✇✐t❤

p1 “ p0, 1q, p2 “ p3 “ p0,´1q

✐s ✐ts ❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✐♥ T ✳ ❖♥❡ ❤❛s

ℓT pqq “ xq2 ´ q1, p1y ` xq3 ´ q2, p2y ` xq1 ´ q3, p3y “ 2 ` 1 ` 1 “ 4.

◆♦✇✱ ❧❡t K̃ ❜❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s

p0,´1q, p0, 1q, p´2, 1q, p´2,´1q.

❲❡ ❤❛✈❡

K̃ Ď K ❛♥❞ T̃ Ď T.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ℓ
T̃
✲❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ℓ

T̃
✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pK̃, T̃ q✲

▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐s ❧❡ss ♦r ❡q✉❛❧ t❤❛♥ t❤❡ ℓT ✲❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ℓT ✲
♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❖♥❡ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦s
t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s 4✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ 4✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ℓT ✲❧❡♥❣t❤ ♦❢ q ✐s 4✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t q✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✐s ❛♥ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞
pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✳

❙✉♠♠❛r✐③❡❞✱ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❛t✱ ✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ T t♦ ❜❡ s♠♦♦t❤✱
✐t ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞
tr❛❥❡❝t♦r② ✇❤✐❝❤ ✈✐♦❧❛t❡s ❛❧❧ t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ♠❛❞❡ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✸✳ [\

❊①❛♠♣❧❡ ●✿ ▲❡t K Ă R
2 ❜❡ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s

p1, 1q, p´1, 1q, p0,´1q

❛♥❞ T Ă R
2 t❤❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s

p1,´2q, p1, 2q, p´1, 2q, p´1,´2q.



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✹✾

q
1{2
2q

1{2
1

q
3{4
2q

3{4
1

p1

p1
1

p2

T

K

❋✐❣✳ ✶✸ ❊①❛♠♣❧❡ ●✿ ❋♦r a Ñ 1 t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② qa “
pqa

1
, qa

2
q dH ✲❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t p0,´1q✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ❢♦r a P r0, 1q✱ qa “ pqa1 , qa2 q ✇✐t❤

qa1 “ p´1 ` a, 1 ´ 2aq ❛♥❞ qa2 “ p1 ´ a, 1 ´ 2aq

✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✇❤✐❝❤ ❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ✇❡❛❦
▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ K✲
s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s H1, H2 t❤r♦✉❣❤ qa1 , q

a
2 ✳

■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r a P r0, 1q ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t qaj ♠✐♥✐♠✐③❡s

Σjpq˚
j q “ µT ˝ pq˚

j ´ qaj´1q ` µT ˝ pqaj`1 ´ q˚
j q

✭♥♦t❡✿ qaj`1
“ qaj´1

✮ ♦✈❡r ❛❧❧ q˚
j P Hj ❢♦r j P t1, 2u✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧

a P r0, 1q✿ ❲❡ ❤❛✈❡

Σ2pqa2 q “ xqa2 ´ qa1 , p1y ` xqa1 ´ qa2 , p2y

❢♦r
p1 “ p1,´1q ❛♥❞ p2 “ p´1, 0q.

❙✐♥❝❡
xq˚

2 ´ qa2 , p2 ´ p1y “ 0 ❢♦r ❛❧❧ q˚
2 P H2,

✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❢♦r ❛♥② q˚
2

P H2 t❤❛t

Σ2pqa2 q “ xqa2 ´ qa1 , p1y ` xqa1 ´ qa2 , p2y ` xq˚
2 ´ qa2 , p2 ´ p1y

“ xq˚
2 ´ qa1 , p1y ` xqa1 ´ q˚

2 , p2y
“ xq˚

2 ´ qa1 , p
˚
1 y ` xqa1 ´ q˚

2 , p
˚
2 y ` xq˚

2 ´ qa1 , p1 ´ p˚
1 y ` xqa1 ´ q˚

2 , p2 ´ p˚
2 y,

✇❤❡r❡ p˚
1
, p˚

2
P BT ✭♣♦ss✐❜❧② ♥♦t ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✮ ❢✉❧✜❧❧

q˚
2 ´ qa1 P NT pp˚

1 q ❛♥❞ qa1 ´ q˚
2 P NT pp˚

2 q.

❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ T ✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s

xq˚
2 ´ qa1 , p1 ´ p˚

1 y ď 0 ❛♥❞ xqa1 ´ q˚
2 , p2 ´ p˚

2 y ď 0



✺✵ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

Σ2pqa2 q ď xq˚
2 ´ qa1 , p

˚
1 y ` xqa1 ´ q˚

2 , p
˚
2 y “ Σ2pq˚

2 q.

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ qa2 ♠✐♥✐♠✐③❡s Σ2pq˚
2

q ♦✈❡r ❛❧❧ q˚
2

P H2✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥
②✐❡❧❞s

Σ1pqa1 q “ xqa1 ´ qa2 , p2y ` xqa2 ´ qa1 , p
1
1y ď Σ1pq˚

1 q
❢♦r ❛❧❧ q˚

1
P H1✱ ✇❤❡r❡ p1

1 “ p1, 1q✳
❲❡ ❤❛✈❡

ℓT pqaq “ xqa2 ´ qa1 , p1y ` xqa1 ´ qa2 , p2y “ 2 ´ 2a ` 2 ´ 2a “ 4 ´ 4a

✇❤✐❝❤ ❢♦r a Ñ 1 ❣♦❡s t♦ 0✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲
▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✭❝❢✳ ❋♦♦t♥♦t❡ ✶✮✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t T ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ s♠♦♦t❤ ✇✐t❤♦✉t ❧♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞
♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❙✉♠♠❛r✐③❡❞✱ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s pK,T q ❢♦r
✇❤✐❝❤ T ✐s ♥♦t str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ ✇❡❛❦
pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✳

✼ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ s❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡①
♣♦❧②t♦♣❡s

✼✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ✜rst s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡
K Ă R

2 ❛♥❞ ❛ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ s♠♦♦t❤ ❜♦❞② T Ă R
2✳ ❋♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡

ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ✇❡ ✉s❡ ❈♦r♦❧❧❛r②
✶✺✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❤❛✈❡
t✇♦ ♦r t❤r❡❡ ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡ t❤❡ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s
❛r❡ r❡❣✉❧❛r✳

■♥ ❬✻❪✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦✲
r✐❡s ✇✐t❤ t✇♦ ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❋♦r ❞❡t❛✐❧s ❝♦♥❝❡r♥✲
✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳ ■♥ ❬✻❪✱ ✐t ✇❛s st❛t❡❞ ❛s ♦♣❡♥
♣r♦❜❧❡♠ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ r❡❣✉❧❛r pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐
❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡r❡✱ ❢♦r T ❡q✉❛❧s t❤❡
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ✉♥✐t ❜❛❧❧ ✐♥ R

2✱ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ✉s❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❋❛❣♥❛♥♦ tr✐❛♥❣❧❡s
✐♥ ❛❝✉t❡ tr✐❛♥❣❧❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ r❡❣✉❧❛r ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛✲
❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ K✱ ✐♥ t❤❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐✴❋✐♥s❧❡r s❡tt✐♥❣ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ✜♥❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
❛♣♣r♦❛❝❤✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♦❜✈✐♦✉s ❛♥❛❧♦❣✉❡s ♦❢ t❤❡ ❋❛❣♥❛♥♦ tr✐❛♥❣❧❡s ❛t
✜rst✳ ◆♦✇✱ t❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

❲❡ ❞♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✮✿

✭❛✮ ❈❤♦♦s❡ 3 ❢❛❝❡ts F1, F2, F3 ♦❢ K ✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡✐r ♦r❞❡r✮ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✲
✈❡① ❝♦♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♦✉t❡r ♥♦r♠❛❧ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs nF1

, nF2
, nF3

✐s R
2✳



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✺✶

✭❜✮ ❈♦♥str✉❝t t❤❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✭✉♣ t♦ s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✮ ❝❧♦s❡❞
♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ pγ1, γ2, γ3q ✇✐t❤ γi`1 ´ γi ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢
nFi

❢♦r ❛❧❧ i P t1, 2, 3u✳
✭❝✮ ❋✐♥❞ t❤❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ λ ą 0 ❛♥❞ c P R

n s✉❝❤ t❤❛t

λtγ1, γ2, γ3u ` c Ă BT.

✭❞✮ ▲❡t ni ❜❡ t❤❡ ♦✉t❡r ♥♦r♠❛❧ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ❛r BT ✐♥ t❤❡ ♣♦✐♥t

λγi ` c

❢♦r ❛❧❧ i P t1, 2, 3u✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② n1, n2, n3 ✐s R
2✱ t❤❡♥

❝♦♥str✉❝t t❤❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✭✉♣ t♦ s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✮ ❝❧♦s❡❞
♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ pξ1, ξ2, ξ3q ✇✐t❤ ξi`1 ´ ξi ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢
ni`1 ❢♦r ❛❧❧ i P t1, 2, 3u✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✿ ■❢ ♣♦ss✐❜❧❡✿ ●♦ ❜❛❝❦ t♦ ✭❛✮ ❛♥❞ st❛rt
✇✐t❤ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♥♦t ②❡t ♠❛❞❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✿ ❊♥❞✳

✭❡✮ ■❢ ♣♦ss✐❜❧❡✿ ❋✐♥❞ µ ą 0 ❛♥❞ e P R
n s✉❝❤ t❤❛t

µξi ` e P F̊i @i P t1, 2, 3u.

❖t❤❡r✇✐s❡✿ ■❢ ♣♦ss✐❜❧❡✿ ●♦ ❜❛❝❦ t♦ ✭❛✮ ❛♥❞ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♥♦t ②❡t ♠❛❞❡✳
❖t❤❡r✇✐s❡✿ ❊♥❞✳

✭❢✮ ❉❡✜♥❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡

q “ pq1, q2, q3q

❜②

qi :“ µξi ` e @i P t1, 2, 3u.
❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✿ q ✐s ❛ ♠❛①✐♠❛❧❧② s♣❛♥♥✐♥❣✱ ❝❧♦s❡❞✱ r❡❣✉❧❛r pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐
❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ✇✐t❤ ❝❧♦s❡❞ ❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞
tr❛❥❡❝t♦r②

p “ pp1, p2, p3q
❣✐✈❡♥ ❜②

pi :“ λγi`1 ` c @i P t1, 2, 3u.
❆❞❞ q t♦ B3pK,T q✳

✭❣✮ ■❢ ♣♦ss✐❜❧❡✿ ●♦ ❜❛❝❦ t♦ ✭❛✮ ❛♥❞ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ♥♦t ②❡t ♠❛❞❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✿
❊♥❞✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❡t B3pK,T q ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❝❧♦s❡❞ r❡❣✉❧❛r pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧✲
❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✇❤♦s❡ ℓT ✲❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧②
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✿

ℓT pqq “
3ÿ

j“1

µT ˝ pqj`1 ´ qjq “
3ÿ

j“1

xqj`1 ´ qj , pjy.

▲❡t ✉s ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ st❡♣s✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✿



✺✷ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

✭❞✮

✭❡✮✴✭❢✮

K T

❋✐❣✳ ✶✹ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❧♦s❡❞ r❡❣✉❧❛r pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝✲
t♦r✐❡s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳

❆❞ ✭❛✮✿ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ r❡❣✉❧❛r pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤
t❤r❡❡ ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡♥ ✇❡ ❦♥♦✇ ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✼ t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❝✐♥❣
♣♦✐♥ts ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦rs ♦❢ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛❝❡ts ♦❢ K ✇❤♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♦✉t❡r
♥♦r♠❛❧ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs s♣❛♥ R

2✳
❆❞ ✭❜✮✿ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② nF1

, nF2
, nF3

✐s R
2✱ s♦❧✈✐♥❣ ❛

s②st❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ②✐❡❧❞s ❛ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✭✉♣ t♦ s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❞
tr❛♥s❧❛t✐♦♥✮ 3✲t✉♣❧❡

pγ1, γ2, γ3q P pR2q3

❛♥❞ ❛ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✭✉♣ t♦ s❝❛❧✐♥❣✕❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜② ✇❤✐❝❤
pγ1, γ2, γ3q ✇✐❧❧ ❜❡ s❝❛❧❡❞✮ 3✲t✉♣❧❡

pα1, α2, α3q P pRă0q3

❢✉❧✜❧❧✐♥❣
γi`1 ´ γi “ αinFi

i P t1, 2, 3u.
❲❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ 3✲t✉♣❧❡ pγ1, γ2, γ3q ❛s ❛ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡✳

❆❞ ✭❝✮✿ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ str✐❝t ❝♦♥✈❡①✐t② ♦❢ T ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

pλ, cq P Rą0 ˆ R
2

s✉❝❤ t❤❛t
λtγ1, γ2, γ3u ` c Ă BT.

❆❞ ✭❞✮✿ ■❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs n1, n2, n3 ✐s R
2✱

t❤❡♥✱ ❛s ✐♥ st❡♣ ✭❜✮✱ s♦❧✈✐♥❣ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ②✐❡❧❞s ❛ ✉♥✐q✉❡❧②
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✭✉♣ t♦ s❝❛❧✐♥❣ ✉♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✮ 3✲t✉♣❧❡

pξ1, ξ2, ξ3q P pR2q3



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✺✸

❛♥❞ ❛ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✭✉♣ t♦ s❝❛❧✐♥❣✕❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❜② ✇❤✐❝❤
pξ1, ξ2, ξ3q ✇✐❧❧ ❜❡ s❝❛❧❡❞✮ 3✲t✉♣❧❡

pβ1, β2, β3q P pRą0q3

❢✉❧✜❧❧✐♥❣

ξi`1 ´ ξi “ βi`1ni`1 @i P t1, 2, 3u

❲❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ 3✲t✉♣❧❡ pξ1, ξ2, ξ3q ❛s ❛ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡✳

❆❞ ✭❡✮ & ✭❢✮✿ ❚❤❡r❡ ✐s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

pµ, eq P Rą0 ˆ R
2

s✉❝❤ t❤❛t

µtξ1, ξ2, ξ3u ` e Ă BK.

❇② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r

µξi ` e P F̊i @i P t1, 2, 3u,

✇❡ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡

q “ pq1, q2, q3q

❞❡✜♥❡❞ ❜②

qi :“ µξi ` e @i P t1, 2, 3u

❤❛s ✐ts ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦rs ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡ts F1, F2, F3✳ q ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲
▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ✇❤❡r❡

p “ pp1, p2, p3q

✇✐t❤

pi :“ λγi`1 ` c @i P t1, 2, 3u

✐s ✐ts ❝❧♦s❡❞ ❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ♦♥ T ✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

λi :“ µβi ą 0 ❛♥❞ µi :“ ´λαi ą 0

❛♥❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛✐r pq, pq ❢✉❧✜❧❧s ✭✷✮✿

#
qi`1 ´ qi “ pµξi`1 ` eq ´ pµξi ` eq “ µpξi`1 ´ ξiq “ µβi`1ni`1 “ λi`1ni`1 P NT ppiq,
pi`1 ´ pi “ pλγi`2 ` cq ´ pλγi`1 ` cq “ λpγi`2 ´ γi`1q “ ´µi`1nFi`1

P ´NKpqi`1q.



✺✹ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

✼✳✷ ❆ ♥♦t❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

▲❡t K Ă R
n ❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡ ❛♥❞ T Ă R

n ❛ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ s♠♦♦t❤
❜♦❞②✳ ❲❡ ❦♥♦✇ ❢r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠s ✶✸ ❛♥❞ ✶✹ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛♥ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛①✐♠❛❧❧② s♣❛♥♥✐♥❣✱ ❤❛s
❛t ♠♦st n ` 1 ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦✉t❡r ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧
✈❡❝t♦rs s♣❛♥ ❛ ❝♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛s t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧
s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤✐s tr❛❥❡❝t♦r②✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❛t t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ✉♥✐t ❜❛❧❧ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② T ❛♥❞ ♦♥❡ ❤❛s t♦ t❛❦❡
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r s✉❜s♣❛❝❡s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛✣♥❡
s❡❝t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❝❛♥ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♥✈❡① ❝♦♥❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦✉t❡r ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs✱ t❤❡s❡
❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s❡tt✐♥❣✳
❚❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛s♣❡❝ts ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t t♦ t❤❡
▼✐♥❦♦✇s❦✐ s❡tt✐♥❣ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶ ❢♦r t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

❲❡ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❞❥✉st♠❡♥ts t♦ ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤✳

✼✳✸ ❊✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ✉s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t✇♦
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ n “ 2✱ ✇❡ st❛t❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥
t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② n ✐❢ t❤❡② ❤♦❧❞ ✐♥ ❛♥② ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✱
✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✺ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡q✉✐r❡❞ T t♦ ❜❡ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ❛♥❞
s♠♦♦t❤✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ s✉❝❤ ❛ s❡t ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❝❛♥
♦♥❧② ♠❛❦❡ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ✐♥♣✉ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❜♦t❤ K ❛♥❞ T

❛r❡ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡s ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥❡✐t❤❡r str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ♥♦r s♠♦♦t❤✮ ✐♥ t❤✐s
s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❤❛s t♦ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞✳

❲❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✸ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ T ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ str✐❝t❧②
❝♦♥✈❡① ❛♥❞ s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇✐t❤ n ` 1 ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts✱ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❧❡♥❣t❤ ♠✐♥✲
✐♠✐③❡rs✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❥✉st ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲
▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇✐t❤ n ` 1 ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❣✉❧❛r✱
✐✳❡✳✱ ✇❤♦s❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡s ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✐♥ ❬✶✽✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷❪✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ T ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦
❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡✱ t❤❡♥✱ t❤❡ ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❛♥ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞
pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ♠❛② ❜❡ ✐♥ ♥♦♥s♠♦♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ♣♦✐♥ts
♦❢ K✱ ❜✉t ♦♥❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✭✷✮
❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ r❛②s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡s ♦❢ t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❢❛❝❡ts✳✼ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦r ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ♣♦✐♥t ✐♥ s♦♠❡
❢❛❝❡t ♦❢ K✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ✐t t♦ ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤✐s ❢❛❝❡t✱ ❜✉t ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡ ❢♦r s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤✐s ❢❛❝❡t✳

✼ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡ T ❜② ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ str✐❝t❧②
❝♦♥✈❡① ❛♥❞ s♠♦♦t❤ ❜♦❞✐❡s✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡ ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❛♣✲
♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❬✷✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶❪✳



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✺✺

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❣r❡❛t❡r ❞❡t❛✐❧✱ ✇❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t ✐t ✐s s✉✣✲
❝✐❡♥t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ♣❛✐rs pq, pq ♦❢ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s ❢✉❧✜❧❧✐♥❣
✭✷✮ t♦ ✜♥❞ ♦♥❡✱ ✇❤❡r❡ q ✐s ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ pq, pq
❛♥❞ pq1, p1q ❛r❡ ♣❛✐rs ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ ✭✷✮ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡✐r ✈❡rt✐❝❡s ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛❝❡s ♦❢
K ✭r❡s♣✳ T ✮✱ t❤❡♥ q ❛♥❞ q1 ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ℓT ✲❧❡♥❣t❤✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✶ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✻ ✐♥ ❬✶✽❪✮ ▲❡t K,T Ď R
n ❜❡ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②✲

t♦♣❡s✱ ✇❤❡r❡ F1, ..., Fm ❛♥❞ G1, ..., Gm ❛r❡ t❤❡ ❢❛❝❡s ♦❢ K ❛♥❞ T ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❋✉rt❤❡r✱ ❧❡t

q “ pq1, ..., qmq ❛♥❞ q1 “ pq1
1, ..., q

1
mq

❜❡ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❡s ♦♥ BK✳ ❆ss✉♠❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣✲
♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s

p “ pp1, ..., pmq ❛♥❞ p1 “ pp1
1, ..., p

1
mq

✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❡s ♦♥ BT s✉❝❤ t❤❛t pq, pq ❛♥❞ pq1, p1q ❢✉❧✜❧❧ ✭✷✮✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❛ss✉♠❡ ❢♦r
❡❛❝❤ j P t1, ...,mu t❤❛t

qj , q
1
j P r❡❧✐♥tpFjq ❛♥❞ pj , p

1
j P r❡❧✐♥tpGjq

✭✉♥❧❡ss Fj ✐s ❛ ✈❡rt❡①✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ qj , q
1
j P Fj ✐♥st❡❛❞✳ ❚❤❡ s❛♠❡

❛♣♣❧✐❡s ❢♦r Gj✮✳ ❚❤❡♥
ℓT pqq “ ℓT pq1q.

Pr♦♦❢ ❲❡ st❛rt t❤❡ ♣r♦♦❢ ❜② st❛t✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ❢❛❝t✳ ■❢ F ✐s ❛ ❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡①
♣♦❧②t♦♣❡ P ✇✐t❤ ❞✐♠pF q ě 1 ❛♥❞ y1, y2 P F ✱ t❤❡♥

xy1 ´ y2, vy “ 0 , @v P NP pzq ✭✺✵✮

❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② z P r❡❧✐♥tpF q✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛✣♥❡ ❤✉❧❧ ♦❢ F ❛♥❞ s❤✐❢t
✐t✱ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❧✐♥❡❛r s♣❛❝❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r y1 ´ y2 ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t
♦❢ t❤✐s s♣❛❝❡ ❛♥❞ NP pzq ✇✐t❤ z P r❡❧✐♥tpF q ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✭✺✵✮ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ✐❢ F ✐s ❛ ✈❡rt❡① ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ✇❡
❤❛✈❡ r❡❧✐♥tpF q “ F ✳ ❚❤❡♥ y1, y2 P F ✐♠♣❧✐❡s y1 “ y2 ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❢♦❧❧♦✇s
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳ ◆♦✇ r❡❝❛❧❧ ✭✷✮✿

qj`1 ´ qj P NT ppjq , q1
j`1 ´ q1

j P NT pp1
jq ,

pj`1 ´ pj P ´NKpqj`1q , p1
j`1 ´ p1

j P ´NKpq1
j`1q.

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✿

ℓT pq1q “
mÿ

j“1

xq1
j`1 ´ q1

j , p
1
jy

“
mÿ

j“1

xqj`1 ´ qj , p
1
jy `

mÿ

j“1

xqj ´ q1
j , p

1
jy ´

mÿ

j“1

xqj`1 ´ q1
j`1, p

1
jy

“
mÿ

j“1

xqj`1 ´ qj , p
1
jy `

mÿ

j“1

xqj ´ q1
j , p

1
jy ´

mÿ

j“1

xqj ´ q1
j , p

1
j´1y



✺✻ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

“
mÿ

j“1

xqj`1 ´ qj , p
1
jy `

mÿ

j“1

xqj ´ q1
j , p

1
j ´ p1

j´1y

“
mÿ

j“1

xqj`1 ´ qj , p
1
jy

“
mÿ

j“1

xqj`1 ´ qj , pjy `
mÿ

j“1

xqj`1 ´ qj , p
1
j ´ pjy

“
mÿ

j“1

xqj`1 ´ qj , pjy

“ ℓT pqq.

◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ✉s❡❞ ✭✺✵✮ t♦ s❤♦✇ t❤❛t

xqj ´ q1
j , p

1
j´1 ´ p1

jy “ 0 “ xqj`1 ´ qj , p
1
j ´ pjy.

❋♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜① n “ 2✳ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡
m “ 2✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❢❛❝❡s F1, F2 ♦❢ K ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ ❢❛❝❡s G1, G2 ♦❢ T ✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s

q “ pq1, q1q ❛♥❞ p “ pp1, p2q

❢✉❧✜❧❧✐♥❣ ✭✷✮ s✉❝❤ t❤❛t qj P Fj ❛♥❞ pj P Gj ❢♦r j P t1, 2u✳ ◆♦t❡ t❤❛t Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✼✶ s✉❣❣❡sts t❤❛t ✇❡ ❛s❦ ❢♦r

qj P r❡❧✐♥tpFjq ❛♥❞ pj P r❡❧✐♥tpGjq.

■♥st❡❛❞✱ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ qj P BFj ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡ NKpqjq ✇✐t❤
NKpzq ❢♦r s♦♠❡ z P r❡❧✐♥tpFjq ✭t❤✐s ❛♣♣❧✐❡s ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ pj P Gj✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢
♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✶ ❡①t❡♥❞s ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤✐s ❝❛s❡✳

❆❢t❡r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ F1, F2, G1, G2✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ℓT ✲❧❡♥❣t❤ ♦❢
❛❧❧ ❢♦✉♥❞ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s✳ ❇❡❢♦r❡ st❛rt✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❜❡♥❡✜✲
❝✐❛❧ t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r

NKpq1q X ´NKpq2q ❛♥❞ NT pp1q X ´NT pp2q

❛r❡ ♥♦♥❡♠♣t②✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s✱ t❤❛t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛✐r pq, pq ♦❢ ❝❧♦s❡❞
♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✷✮ ✐♠♣❧✐❡s✿

´NKpq2q Q p2 ´ p1 “ ´pp1 ´ p2q P NKpq1q,
NT pp1q Q q2 ´ q1 “ ´pq1 ´ q2q P ´NT pp2q.

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡s NKpqjq, NT ppjq ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝❡s Fj , Gj ✳
❙♦✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡s❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ♥♦♥❡♠♣t②✳
❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s ♥♦✇ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ ♣❛✐r ♦❢ s✉✐t❛❜❧❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s pq, pq ✐❢ ♣♦s✲
s✐❜❧❡✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✐t ✐s ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❢❛❝❡s Fj , Gj ❛r❡ ❢❛❝❡ts
✭✐✳❡✳✱ ❡❞❣❡s✮ ♦r ✈❡rt✐❝❡s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s✿

✶✮ F1, F2, G1, G2 ❛r❡ ✈❡rt✐❝❡s✳



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✺✼

✷✮ F1, F2 ❛r❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❛♠♦♥❣ G1, G2 t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❢❛❝❡t✳
✸✮ ❆♠♦♥❣ F1, F2 ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♠♦♥❣ G1, G2 t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❢❛❝❡t✳

❆❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❛s❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② s✇✐t❝❤✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ K ❛♥❞ T ✳
❚❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✐s ❡❛s②✳ ■❢ ❛❧❧ ❝❤♦s❡♥ ❢❛❝❡s ❛r❡ ✈❡rt✐❝❡s✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❧♦s❡❞

♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ ✭✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✳
❲❡ st❛rt t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❜♦t❤ G1 ❛♥❞ G2 ❛r❡ ❢❛❝❡ts✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ NT pp1q ❛♥❞ NT pp2q ❛r❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥❡s✳ ▲❡t

wj P NT ppjqzt0u ❢♦r j P t1, 2u.

❲❡ ❝❛♥ ❡♥s✉r❡ t❤❛t
q2 ´ q1 P NT pp1q

❤♦❧❞s ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r w1 ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ q2 ´ q1✳ ■❢ t❤✐s ✐s t❤❡
❝❛s❡✱

q1 ´ q2 P NT pp2q
❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② s✐♥❝❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

NT pp1q X ´NT pp2q

✐s ♥♦♥❡♠♣t②✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r w2 ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢
q1 ´ q2 ❛♥❞ ❣❡t

q2 ´ q1 P NT pp1q
❢♦r ❢r❡❡✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✿

❋✐♥❞ p1, p2 s✉❝❤ t❤❛t✿

p1 P G1 , p2 P G2,

p2 ´ p1 P ´NKpq2q,
p1 ´ p2 P ´NKpq1q.

❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❋♦r
t❤✐s✱ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡① s❡t C ❛t z P BC✿

NCpzq “ tv : xv, y ´ zy ď 0 , @ y P Cu.

■❢ C ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡♠❛♥❞

xv, y ´ zy ď 0

❢♦r ❡✈❡r② ✈❡rt❡① y ♦❢ C✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♦❢ NCpzq ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜②
✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❧✐♥❡❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ❆❧t♦❣❡t❤❡r✱ ✜♥❞✐♥❣ s✉✐t❛❜❧❡ ♣♦✐♥ts p1, p2✱ ❝❛♥
❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ ✐❢ ❡✐t❤❡r G1 ♦r G2 ✐s ❛ ✈❡rt❡①✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ r❡♠❛✐♥s
✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❡❝t♦rs ✐s r❡♣❧❛❝❡❞
❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❡❝t♦r✳

■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❛s❡✱ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t F1, F2, G1, G2 ❛r❡
❢❛❝❡ts✳ ❚❤❡♥✱ ❛❧❧ r❡❧❡✈❛♥t ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡s ❛r❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✇❡ ❧❡t

uj P NKpqjqzt0u ❛♥❞ wj P NT ppjqzt0u ❢♦r j P t1, 2u.



✺✽ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

◆♦✇✱ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✿

❋✐♥❞ q1, q2, p1, p2, α1, α2 s✉❝❤ t❤❛t✿

q1 P F1 , q2 P F2 , p1 P G1 , p2 P G2,

α1, α2 ě 0,

q2 ´ q1 “ α1w1,

p2 ´ p1 “ ´α2u2.

❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
❧❛st t✇♦ ❝♦♥str❛✐♥ts s✉✣❝❡ t♦ ✐♠♣❧② ✭✷✮ s✐♥❝❡

NT pp1q X ´NT pp2q ❛♥❞ NKpq1q X ´NKpq2q
❛r❡ ♥♦♥❡♠♣t②✳ ■❢ ♥♦t ❛❧❧ ❝❤♦s❡♥ ❢❛❝❡s ❛r❡ ❢❛❝❡ts✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐❢G1 ✐s ❛ ✈❡rt❡①✱ t❤❡
❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✳ ❋✐rst✱ ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❡❝t♦r✱ ❤❡r❡ p1✱ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t
✈❡❝t♦r✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐❢ G1 ✐s ❛ ✈❡rt❡①✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡ NT pp1q ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ w1 ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ s❡♥s❡ ❛♥② ♠♦r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ G2 ✐s ❛ ❢❛❝❡t ❛♥❞ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t

q2 ´ q1 “ α1w1 ✇✐t❤ q1 ´ q2 “ α1w2.

❲❡ ❛♣♣❧② t❤✐s r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❧s♦ ✇❤❡♥ F1 ♦r F2 ✐s ♥♦t ❛ ❢❛❝❡t✳
❚❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✇❛②s t♦ ❝❤♦♦s❡ pp, qq ❢♦r ❣✐✈❡♥ ❢❛❝❡s F1, F2, G1, G2✳

■❢ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❤♦♦s❡s ✭✐❢ ♣♦ss✐❜❧❡✮ p s✉❝❤ t❤❛t NKpqjq ✐s ♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r j P t1, 2u ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② s✉❝❤ t❤❛t q1, q2 ❛r❡ ♥♦t ✈❡rt✐❝❡s ♦❢
K✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ■❢ F1 ♦r F2 ✐s ❛ ✈❡rt❡①✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ q ❛❧✇❛②s ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✈❡rt❡① ♦❢ K✳ ❙♦✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❜♦t❤
F1 ❛♥❞ F2 ❛r❡ ❢❛❝❡ts✳ ■❢ q1 ❛♥❞ q2 ❛r❡ s♠♦♦t❤ ♣♦✐♥ts ✭✐✳❡✳✱ ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢
F1 ❛♥❞ F2✮✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ t♦ ❞♦✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡

NKpq1q “ R`u ❛♥❞ NKpq2q “ R`p´uq
❢♦r s♦♠❡ ✈❡❝t♦r u P R

2✳ ▲❡t v ‰ 0 ❜❡ ❛ ✈❡❝t♦r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ u✳ ▼♦✈✐♥❣ qj
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❢❛❝❡t Fj ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❛t ♠♦st t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✿ v ♦r ´v✳ ■❢ ✇❡
❝❛♥ ♠♦✈❡ ❜♦t❤ q1 ❛♥❞ q2 ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s✐♠♣❧② tr❛♥s❧❛t❡ t❤❡ ❝❧♦s❡❞
♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ q✳ ■❢ q1 ❛♥❞ q2 ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♠♦✈❡❞ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✐t ✐s
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡s NT pp1q ❛♥❞ NT pp2q ❛❧❧♦✇ s✉❝❤
♠♦✈❡♠❡♥t✳ ■❢ ♥♦t✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ s✉✐t❛❜❧❡ ♣♦✐♥ts

q1 P r❡❧✐♥tpF1q ❛♥❞ q2 P r❡❧✐♥tpF2q.
❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ m “ 2✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss

t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r m “ 3✳ ❲❡ st❛rt ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥
❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ ❢❛❝❡ts F1, F2, F3 ♦❢ K✳ ❋♦r ❡❛❝❤ j P t1, 2, 3u✱ ✇❡ ❧❡t nK,j ❜❡ t❤❡
♦✉t❡r ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ K ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ Fj ✳ ■❢
♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ∆ ❜② ♦♥❧② ✉s✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡s❡
t❤r❡❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❍❡r❡ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ♦❢ t❤r❡❡ ❛✣♥❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
t❛s❦ ✐s ♥♦✇ t♦ ✜♥❞ ❛❧❧ p∆,T q✲✐♥❜♦❞✐❡s ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❜②✿



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✺✾

q1

q2

u ´u

´v

v

q1q2

❋✐❣✳ ✶✺ ❚✇♦ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s s✉❝❤ t❤❛t q1, q2 ❛r❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ K✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ ✇❡ ❝❛♥
tr❛♥s❧❛t❡ q1, q2 ✉♣✇❛r❞s ✭✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ v✮✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠♦✈❡ q1 ✉♣✇❛r❞s ❛♥❞ q2
❞♦✇♥✇❛r❞s✳ ❲❤❡t❤❡r t❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ NT pp1q ❛♥❞ NT pp2q✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✶ ✭p∆,T q✲✐♥❜♦❞②✮ ▲❡t ∆ Ď R
2 ❜❡ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ ❛♥❞ T Ď R

2 ❜❡ ❛
♥♦♥❡♠♣t② ❝♦♥✈❡① s❡t✳ ❆ p∆,T q✲✐♥❜♦❞② ✐s ❛ s❡t S Ď R

2 ✇❤✐❝❤ ❢✉❧✜❧❧s✿

✭✐✮
S “ λ∆ ` u

❢♦r s♦♠❡ λ ą 0 ❛♥❞ u P R
2✳

✭✐✐✮ ❆❧❧ t❤r❡❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ S ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ BT ✳
✭✐✐✐✮ ■❢

tv1, v2, v3u “ V pSq,
t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ H t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ s✉❝❤ t❤❛t

NT pv1q Y NT pv2q Y NT pv3q

✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❧♦s❡❞ ❤❛❧❢s♣❛❝❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② H✳

❍❡r❡✱ V pSq ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ S✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ s✉❝❤ ❛ p∆,T q✲
✐♥❜♦❞② ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ p✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ p
❛s t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ ❤❛✈✐♥❣ v1, v2, v3 ❛s ✈❡rt✐❝❡s✳ ✭✐✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡
♣❛✐r pp, qq ❢✉❧✜❧❧s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ♦❢ ✭✷✮✳ ▲❛t❡r ♦♥✱ ✐♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦
❝♦♥str✉❝t ❛♥♦t❤❡r tr✐❛♥❣❧❡ ❢r♦♠ ♦✉t❡r ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs ❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts v1, v2, v3✳
Pr♦♣❡rt② ✭✐✐✐✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛❧❧ p∆,T q✲✐♥❜♦❞✐❡s ✐s s✐♠♣❧❡
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✷ ✭▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✽ ✐♥ ❬✶✽❪✮ ▲❡t T Ă R
2 ❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡

❛♥❞ ∆ Ă R
2 ❜❡ ❛ tr✐❛♥❣❧❡✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ p∆,T q✲✐♥❜♦❞②✱ t❤❡♥

S˚ “ λ˚∆ ` u˚

✐s t❤❡ ♦♥❧② p∆,T q✲✐♥❜♦❞②✱ ✇❤❡r❡ λ˚, u˚ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

max λ

s✉❝❤ t❤❛t λ ě 0, u P R
2, ✭✺✶✮

λ∆ ` u Ď T.



✻✵ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

Pr♦♦❢ ▲❡t
S “ ❝♦♥✈tv1, v2, v3u

S˚ “ ❝♦♥✈tw1, w2, w3u
❛s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛✐♠✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♥❛♠❡s ❢♦r t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡
µ ą 0 ❛♥❞ x P R

2 ✇✐t❤
wj “ µvj ` x

❢♦r j P t1, 2, 3u✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ♥❛♠✐♥❣ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ S ✐s ❛ s❝❛❧❡❞ tr❛♥s❧❛t❡
♦❢ S˚✳ ❲❡ st❛rt ❜② ❧❡tt✐♥❣ H1, H2, H3 ❜❡ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

w2, w3 P H1 , w1, w3 P H2 ❛♥❞ w1, w2 P H3.

❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❧✐♥❡s ✐s t❤❡ ❛✣♥❡ ❤✉❧❧ ♦❢ ❛ ❢❛❝❡t ♦❢ S˚✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ Hj

❞❡✈✐❞❡s t❤❡ ♣❧❛♥❡ R
2 ✐♥ t✇♦ ❤❛❧❢s♣❛❝❡s✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❤❛❧❢s♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s

S˚ ❜② H`
j ✳ ■❢ S “ S˚ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ t♦ s❤♦✇✳ ❙♦✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ S ‰ S˚✳ ❇❡❝❛✉s❡

S ✐s ❛ s♠❛❧❧❡r ✭♦r ❡q✉❛❧ s✐③❡✮ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ S˚✱ ✐t ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ H`
j ❢♦r s♦♠❡

j P t1, 2, 3u✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ ❛ss✉♠❡ S Ă H`
1
✱ ❛s t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s

❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✻✳

v1

w1

v2 v3

w2 w3

S˚

S

H`
1

H1

❋✐❣✳ ✶✻ ❉❡♣✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ p∆,T q✲✐♥❜♦❞② S ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❡s v1, v2, v3 ❛♥❞ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ S˚ ✇✐t❤
✈❡rt✐❝❡s w1, w2, w3✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❛rr♦✇s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥t rv1, v2s ❛❢t❡r
s❤✐❢t✐♥❣ ✐t ❜② w2 ´ v2✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❡s v1, w2, w3✳ ◆❡✐t❤❡r v2 ♥♦r v3 ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r ♦❢ t❤✐s tr✐❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t ❜② ♣r♦♣❡rt②
✭✐✐✮ ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✶ v2 ❛♥❞ v3 ❛r❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♣♦✐♥ts ♦❢ T ❜✉t

❝♦♥✈tv1, w2, w3u Ď T.

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t ♣r♦♣❡rt② ✭✐✐✐✮ ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞ ❢♦r S✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥
✐♠♣❧✐❡s S “ S˚ ❛♥❞ ✜♥✐s❤❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t NT pvjq
✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤❛❧❢s♣❛❝❡

I “ tx P R
2 : xw2 ´ v2, xy ď 0u.



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✻✶

❢♦r ❡✈❡r② j P t1, 2, 3u✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❡r ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡✲
❞✐❛t❡❧② t❤❛t NT pv2q Ă I✳ ❇❡❝❛✉s❡ S ✐s ❛ s♠❛❧❧❡r ✭♦r ❡q✉❛❧ s✐③❡✮ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ S˚

✇❡ ❤❛✈❡ w2 ´w3 “ αpv2 ´v3q ❢♦r s♦♠❡ α ě 1✳ ❋♦r ❛♥② x P NT pv3q t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s✿

xw2 ´ v2, xy “ xw2 ´ v2 ` w3 ´ w3 ` v3 ´ v3, xy
“ xpw2 ´ w3q ´ pv2 ´ v3q, xy ` xw3 ´ v3, xy
ď xw2 ´ w3, xy ´ xv2 ´ v3, xy
“ pα ´ 1qxv2 ´ v3, xy
ď 0.

❚❤✉s✱
NT pv3q Ď I.

◆❡①t✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐❢ ✇❡ s❤✐❢t S ❜② w2 ´ v2✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢❛❝❡ rv1, v2s ♦❢ S ✐s
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ rw1, w2s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✻✮✳ ❙♦✱

v1 ` pw2 ´ v2q

✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ S˚ Ď T ✳ ◆♦✇✱ ❢♦r ❛♥② y P NT pv1q ✇❡ ❣❡t✿

0 ě xv1 ` pw2 ´ v2q ´ v1, yy “ xw2 ´ v2, yy

❆s ❞❡s✐r❡❞ t❤✐s ②✐❡❧❞s
NT pv1q Ď I.

❲❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❛ p∆,T q✲✐♥❜♦❞②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✭✺✶✮
❤❛s ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ p∆,T q✲✐♥❜♦❞②✳
❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✼✳

O

H

T

❋✐❣✳ ✶✼ ❆ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ p∆,T q✲✐♥❜♦❞②✳ ❚❤❡ ❣r❛② ❛r❡❛ ✐s ❛ s❝❛❧❡❞ tr❛♥s❧❛t❡
♦❢ ∆✳ ❆❧s♦ s❤♦✇♥ ✐s ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ H t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ O✳

❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✭✺✶✮✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥
s❤✐❢t t❤❡ ❣r❛② ❛r❡❛ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ ❤❛✈❡ ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢
t❤✐s ❛r❡❛ ♦♥ BT ✐s t♦ s❤✐❢t ✐t t♦ t❤❡ ❧❡❢t✳ ❚❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦r♠❛❧
✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤❛❧❢s♣❛❝❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ H✳

❲✐t❤ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✷✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ p∆,T q✲✐♥❜♦❞✐❡s t♦ ❛
s✐♠♣❧❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠
✭▲P✮✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❧♦♥❣ ❛s T ✐s
❝♦♠♣❛❝t✳ ❆❢t❡r ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ λ˚, u˚✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r

S˚ “ λ˚∆ ` u˚



✻✷ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

❢✉❧✜❧❧s ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭✐✮✲✭✐✐✐✮ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✶✳ ❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜❡❢♦r❡✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦
❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■❢ S˚ ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❡t ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭✐✮✲✭✐✐✐✮✱ t❤❡♥
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ p∆,T q✲✐♥❜♦❞② ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡①t ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ F1, F2, F3✳
❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ t❛❦❡ ❛ ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ❢r♦♠ NT pvq ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① v ♦❢ S✳
❲❡ ❝♦♥str✉❝t ❛♥♦t❤❡r tr✐❛♥❣❧❡ ❛s ❜❡❢♦r❡✱ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡s❡
♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs✳ ■t ✐s ♥♦t❛❜❧❡✱ t❤❛t v ♠❛② ❜❡ ❛ ✈❡rt❡① ♦❢ T ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ NT pvq
✐s ♥♦t ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ✐s
♥♦t ✉♥✐q✉❡✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ♦♥❡ ✇❛② ♦❢ ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s t♦ s❧✐❣❤t❧②
♣❡rt✉r❜ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ T ✳ ❆s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✶✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦
✜♥❞ ♦♥❡ ✈❡❝t♦r ✐♥ NT pvq s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡
❝❛rr✐❡❞ ♦✉t s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②✳ ❙♦✱ ❛♥♦t❤❡r ✇❛② ✐s t♦ s❛♠♣❧❡ NT pvq✱ ✐✳❡✳✱ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r
✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s str❛✐❣❤t
❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ♦♥❧② ✉s❡s str❛t❡❣✐❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❢♦r❡✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❝❧♦s❡❞
♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ✷ ✈❡rt✐❝❡s t❛❦❡s

Op|V pKq|2 ¨ |V pT q|2q

✐t❡r❛t✐♦♥s ❜❡❢♦r❡ ✐t t❡r♠✐♥❛t❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❝❧❡❛r s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❝❡ts ♦❢ ❛ t✇♦
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡ ❡q✉❛❧s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐ts ✈❡rt✐❝❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
t✇♦ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡s K ❛♥❞ T ✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❝❤♦✐❝❡
❢♦r F1, F2, G1, G2 ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ♣♦✐♥ts
q1, q2, p1, p2✳ ■♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ✭✐✳❡✳✱ ✐❢ F1, F2, G1, G2 ❛r❡ ❢❛❝❡ts✮✱ ✇❡ s♦❧✈❡ ❛♥
▲P ✇✐t❤ 10 ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞

2p|V pKq| ` |V pT q| ` 3q

❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ ▲Ps✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥❡❧♣ s♦❧✈❡r ♦❢ ❈❱❳❖P❚✳
❚❤✐s s♦❧✈❡r r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ♣r✐♠❛❧✲❞✉❛❧ ♣❛t❤✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥
t❤❛t ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✭❝❢✳ ❬✷✹❪✮✳

❋♦r ✜♥❞✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ✸ ✈❡rt✐❝❡s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❛❦❡s

Op|V pKq|3q

✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❡✈❡r② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❢❛❝❡s F1, F2, F3✳ ■♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡
s♦❧✈❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ st❛t❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✷✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ▲P ✇✐t❤
3 ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞

3|V pT q| ` 1

❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣ ❢♦r F1, F2, F3 ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤
r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ Op1q✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
❢❛❝❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✉s❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t♦
s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚❛❜❧❡ ✶✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✉t✲
❧✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥s ✼✳✶ ❛♥❞ ✼✳✸✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❧❡t K ❛♥❞ T ❜❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ r❡❣❛r❞ t❤❡ ❝❛s❡
✇❤❡r❡ ❜♦t❤ K ❛♥❞ T ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱
K ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ T t♦



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✻✸

❤❛✈❡ ❢❡✇ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❊❛❝❤ t✐♠❡✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡s K ❛♥❞ T ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦✲
s❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ❲❡ t❛❦❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡✐r ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧✳ ❙✐♥❝❡ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❧♦s❡
t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ ❛r❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r②✱ ✇❡ s❝❛❧❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
♣♦✐♥ts t♦ ❤❛✈❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ❧❡♥❣t❤ ✐♥ r1, 3s ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧✳
❆s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ❣r♦✇s✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ r❡s❡♠❜❧❡s ❛ ❜❛❧❧ ♦❢ r❛❞✐✉s 3

❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙♦✱ t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ r❡❞✉❝❡❞ t❤❡
✐♥t❡r✈❛❧ r1, 3s ❢♦r ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②t♦♣❡s ✇✐t❤ ♠❛♥② ✈❡rt✐❝❡s ✭ě 30✮✳

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣✲
♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ ✷ ✈❡rt✐❝❡s t♦ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ ✸ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ❢♦r ✷
✈❡rt✐❝❡s ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥ |V pKq| ❛♥❞ |V pT q|✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤✐s✱
t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ❢♦r ✸ ✈❡rt✐❝❡s ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ |V pKq|✳

❆❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ♦♥ ❛ ❉❡❧❧ ▲❛t✐t✉❞❡ ❊✻✺✸✵ ❧❛♣t♦♣ ✇✐t❤ ■♥t❡❧
❈♦r❡ ✐✼✲✸✺✷✵▼ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ✷✳✾ ●❍③ ✭❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ r✉♥♥✐♥❣ ❢♦✉r t❤r❡❛❞s✮✳ ❚❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦♥ ❤♦✇ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
♦♥ t❤❡ ✇❡❜s✐t❡ ✇✇✇✳❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❙✲❑r✉♣♣✴❊❍❩✲❝❛♣❛❝✐t②✲♦❢✲♣♦❧②t♦♣❡s✳

✽ ❆ ♥♦t❡ ♦♥ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ♦❜t✉s❡ tr✐❛♥❣❧❡s

■t ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛❧r❡❛❞② ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ✇❤❡t❤❡r ♦❜t✉s❡ tr✐❛♥❣❧❡s ∆ą π
2

Ă
R
2 ♣♦ss❡ss ❝❧♦s❡❞ r❡❣✉❧❛r p∆ą π

2
, B2

1q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✭❝❢✳ ❬✶✹❪✮✱
✐✳❡✳✱ ❝❧♦s❡❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❚❤❡ str♦♥❣❡st r❡s✉❧t s♦ ❢❛r
✐s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ♦♥ tr✐❛♥❣❧❡s
✇✐t❤ ❛♥❣❧❡s ♥♦t ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 100˝ ✭❝❢✳ ❬✷✺❪✮✳

❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡r❡ ❝❛♥♥♦t ❡①✐st ❝❧♦s❡❞ r❡❣✉❧❛r p∆ą π
2
, B2

1q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇✐t❤ t✇♦ ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✭❝❢✳ ❬✶✼✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻❪✮✳ ❯s✐♥❣ ♦✉r
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❛s♦♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❧♦s❡❞
r❡❣✉❧❛r p∆ą π

2
, B2

1q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts

♥❡✐t❤❡r✿ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❝❧♦s❡❞ r❡❣✉❧❛r p∆ą π
2
, B2

1q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s
✇✐t❤ t❤r❡❡ ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♠❡❛♥s✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r ❛s♣❡❝ts✱ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❝❧♦s❡❞
♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s ✭♦♥❡ ❢♦r ❡✈❡r② ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ ∆ą π

2
✮ ✇✐t❤

t❤r❡❡ ✈❡rt✐❝❡s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts ❣✐✈❡♥ ❜② ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡
♦✉t❡r ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs ❛t t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ ∆ą π

2
t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❧❧ t❤r❡❡ ✈❡rt✐❝❡s

♦♥ t❤❡ s♣❤❡r❡ S1✳ ❇✉t s✐♥❝❡ ∆ą π
2
✐s ♦❜t✉s❡✱ ❢♦r ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s ♥❡✐t❤❡r ♦❢

t❤❡s❡ t✇♦ ❝❧♦s❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❡s ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠❡❛♥t t♦ ❜❡ t❤❡
❝❧♦s❡❞ ❞✉❛❧ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ B2

1✮ ♦♥ S1 ❛r❡ ✐♥ F pB2
1q✳ ❲✐t❤ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥

✸✾✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❧♦s❡❞ r❡❣✉❧❛r p∆ą π
2
, B2

1q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞
tr❛❥❡❝t♦r②✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✼ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❢❛♠✐❧② T ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s T Ă
R
2 ❛❞♠✐tt✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❧♦s❡❞ r❡❣✉❧❛r p∆ą π

2
, T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞

tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❜♦✉♥❝✐♥❣ ♣♦✐♥ts✿ ▲❡t Dpαq ❜❡ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✐♥ R
2

r♦t❛t✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r ❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❜② ❛♥❣❧❡ α✳ ❚❤❡♥✱ T ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s



✻✹ ❉❛♥✐❡❧ ❘✉❞♦❧❢✱ ❙t❡❢❛♥ ❑r✉♣♣

|V pKq| |V pT q| t✐♠❡ ❢♦r ✷ ✈❡rt✳ ✐♥ s✳ t✐♠❡ ❢♦r ✸ ✈❡rt✳ ✐♥ s✳
✺ ✺ ✶✳✷✽✷✸✼ ✵✳✷✷✶✺✽
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❚❛❜❧❡ ✶ ❘✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ℓT ✲♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ pK,T q✲▼✐♥❦♦✇s❦✐
❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤ ✷ ✭r❡s♣✳ ✸✮ ✈❡rt✐❝❡s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳ ❆❧❧ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥
✐♥ s❡❝♦♥❞s✳

T Ă R
2 ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡✐t❤❡r λ` ą 0 ❛♥❞ ξ` P R

2 ✇✐t❤

pλ`Dpπ{2q∆ą π
2

` ξ`q X BT “ tp1, p2, p3u P F pT q

❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧❧② s♣❛♥♥✐♥❣ ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs nT pp1q, nT pp2q, nT pp3q ✐♥ t❤❡
♦✉t❡r ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❡s ❛t p1, p2, p3✱ ♦r t❤❡r❡ ❛r❡ λ´ ą 0 ❛♥❞ ξ´ P R

2 s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r

λ´Dp´π{2q∆ą π
2

` ξ´.

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts ❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❙❋❇✴❚❘❘ ✶✾✶ ✬❙②♠♣❧❡❝t✐❝ ❙tr✉❝✲
t✉r❡s ✐♥ ●❡♦♠❡tr②✱ ❆❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ ❉②♥❛♠✐❝s✬✱ ❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ●❡r♠❛♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥✳

❉❛t❛ ❆✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ❙t❛t❡♠❡♥t ❚❤❡ ❞❛t❛s❡ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛♥❞✴♦r ❛♥❛❧②s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❝✉rr❡♥t st✉❞② ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r ♦♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡q✉❡st✳



❙❤♦rt❡st ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✻✺

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

✶✳ ❆❜❜♦♥❞❛♥❞♦❧♦✱ ❆✳✱ ▼❛❥❡r✱ P✳✿ ❆ ♥♦♥✲sq✉❡❡③✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❝♦♥✈❡① s②♠♣❧❡❝t✐❝ ✐♠❛❣❡s ♦❢
t❤❡ ❍✐❧❜❡rt ❜❛❧❧✳ ❈❛❧❝✳ ❱❛r✳ P❛rt✐❛❧ ❉✐✛❡r✳ ❊q✉✳ ✺✹✱ ✶✹✻✾✕✶✺✵✻ ✭✷✵✶✺✮

✷✳ ❆❦♦♣②❛♥✱ ❆✳✱ ❇❛❧✐ts❦✐②✱ ❆✳✿ ❇✐❧❧✐❛r❞s ✐♥ ❝♦♥✈❡① ❜♦❞✐❡s ✇✐t❤ ❛❝✉t❡ ❛♥❣❧❡s✳ ■sr✳ ❏✳ ▼❛t❤✳
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✸✳ ❆❦♦♣②❛♥✱ ❆✳✱ ❇❛❧✐ts❦✐②✱ ❆✳✱ ❑❛r❛s❡✈✱ ❘✳✱ ❙❤❛r✐♣♦✈❛✱ ❆✳✿ ❊❧❡♠❡♥t❛r② ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝❧♦s❡❞
❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♥♦r♠❡❞ s♣❛❝❡s✳ Pr♦❝✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✶✹✹✱ ✹✺✵✶✕✹✺✶✸
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✻✳ ❆❧❦♦✉♠✐✱ ◆✳✱ ❙❝❤❧❡♥❦✱ ❙✳✿ ❙❤♦rt❡st ❝❧♦s❡❞ ❜✐❧❧✐❛r❞ ♦r❜✐ts ♦♥ ❝♦♥✈❡① t❛❜❧❡s✳ ▼❛♥✉s❝r✳ ▼❛t❤✳
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✼✳ ❆rtst❡✐♥✲❆✈✐❞❛♥✱ ❙✳✱ ❖str♦✈❡r✱ ❨✳✿ ❇♦✉♥❞s ❢♦r ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥ ❝♦♥✈❡①
❜♦❞✐❡s✳ ■♥t✳ ▼❛t❤✳ ❘❡s✳ ◆♦t✳ ■▼❘◆ ✶✱ ✶✻✺✕✶✾✸ ✭✷✵✶✹✮

✽✳ ❆rtst❡✐♥✲❆✈✐❞❛♥✱ ❙✳✱ ❑❛r❛s❡✈✱ ❘✳✱ ❖str♦✈❡r✱ ❨✳✿ ❋r♦♠ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t♦ t❤❡
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✶✵✳ ❇❡③❞❡❦✱ ❉✳✱ ❇❡③❞❡❦✱ ❑✳✿ ❙❤♦rt❡st ❜✐❧❧✐❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ●❡♦♠✳ ❉❡❞✐❝❛t❛ ✶✹✶✱ ✶✾✼✕✷✵✻
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✶✶✳ ❇❧❛❣♦❥❡✈✐❝✱ P✳✱ ❍❛rr✐s♦♥✱ ▼✳✱ ❚❛❜❛❝❤♥✐❦♦✈✱ ❙✳✱ ❩✐❡❣❧❡r✱ ●✳▼✳✿ ❈♦✉♥t✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr❛❥❡❝✲
t♦r✐❡s ♦❢ ❋✐♥s❧❡r ❜✐❧❧✐❛r❞s ❙■●▼❆ ✶✻✱ ✭✷✵✷✵✮

✶✷✳ ●✉t❦✐♥✱ ❊✳✿ ❇✐❧❧✐❛r❞ ❞②♥❛♠✐❝s✿ ❆♥ ✉♣❞❛t❡❞ s✉r✈❡② ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❈❤❛♦s ✭✷✵✶✷✮

✶✸✳ ●✉t❦✐♥✱ ❊✳✱ ❚❛❜❛❝❤♥✐❦♦✈✱ ❙✳✿ ❇✐❧❧✐❛r❞s ✐♥ ❋✐♥s❧❡r ❛♥❞ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❏✳ ●❡♦♠✳
P❤②s✳ ✹✵✱ ✷✼✼✕✸✵✶ ✭✷✵✵✷✮

✶✹✳ ❍❛❧❜❡✐s❡♥✱ ▲✳✱ ❍✉♥❣❡r❜ü❤❧❡r✱ ◆✳✿ ❖♥ P❡r✐♦❞✐❝ ❇✐❧❧✐❛r❞ ❚r❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥ ❖❜t✉s❡ ❚r✐❛♥❣❧❡s✳
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✶✺✳ ❍❛❧♣❡r♥✱ ❇✳✿ ❙tr❛♥❣❡ ❇✐❧❧✐❛r❞ ❚❛❜❧❡s✳ ❚r❛♥s✳ ❆♠✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✷✸✷✱ ✷✾✼✕✸✵✺ ✭✶✾✼✼✮
✶✻✳ ❑❛t♦❦✱ ❆✳✿ ❚❤❡ ❜✐❧❧✐❛r❞ t❛❜❧❡ ❛s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥✬s ♣❧❛②❣r♦✉♥❞✳ ▼❈❈▼❊ ✭✷✵✵✷✮
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